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Prologo

Presentamos aqui un texto de problepmageltos de variable compleja destinado a
estudiantes de Ingenieria . La parte tedrica senguponocida por el lector . Este libro es de
distribucion gratuita con fines netamente docer8egrohibe su comercializacion.
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Capitulo 1

Los Numeros Complejos



Recordatorio

Definicion .- Los numeros complejos se puedemitetomo un par ordenado de

ntimeros reales
c={(xy)/ x yoo}

Con las operaciones

Adicion  (x,y)+(a b =(x+ g y+ b

Multiplicacion (x, y)(a b=(xa yb x5 y¥

Se demuestra que

1) Oxy.(abicC:(x y+(ahoc

2y HX,¥), (8 0), (¢ UC :((x Y+ (a b+ (¢ g=(x ¥ ((ap (¥

3) O(xy).(abdcC : (x Y+(ah=(ah+(x)

4 Oxydc: (x )+(0,0)= (xy)

5 O yOC: (x Y+ (%-Y=(0,0)

6) O(xy).(ab,(cddC: (xy(ab+(cdh=(x ¥ ap ( XN .c;

7) O y).(abdc : (x y(ahoc

8) O(xy).(ab,(cdiC :((x Yah(ecd=(xH(alch

9 O y).(abbOC:(x y(ah=(abhl(x)

10) O(x, y)OC: (x Y@L 0)= (xy)

11)  0O(x y)Oc€-{(0,0} :(x,y)(xzjfy2 ,X2_+y 7 )= (1,0

12) (0,1)(0,1)=(-1,0)

Una notacién alternativa es z=x+iy donfle —1 ,cosa que se desprende de la identidad
12)



X es la parte real Rez ,y es la parte imaginana de z

Los numeros complejos se pueden represemir@ano cartesiano como vectores , asi si

z=x+iy entonces el modulo de zefz|=/X + Yy = r

donde Xx=rcosf,)y=rserd son las coordenadas polares de z y asiscsbe
z=r(cos@+iserd) que es suforma polar yargz=6 (el argumento de z)

Por otra parte siz, = r,(cosg, +se¥,) , z= (co¥,+ sefl, entonces

2,z = tr(cos@,+8,)+isen@,+8,) ,en particular siz= r(cosd+iserd ) entonces

Z" =r"(cos@" +iser@") (Teorema de De Moivre)

Ademas

=

=1
r.2

(cos@ — @ )+isen@—@,)

NN

E
r

N |~

(cost-g)+isen(-p)= (costy F o= Cos-g yisend-g, ek

2

q;:w(cos%’ ise@), k= 0,1,2..-

Definicién : € = cosp+ iserp

De aqui resultan las siguientes propiedadesp, ¢, @, L1

a) dide = Hate)
b) 1/€?=¢'"?

o) @@ = ¢

d) ‘e‘“" =1
o) Lgr=ide
dg

El conjugado de z esZ = x— iy  de donde resulta



) (2?°=2zz

0) Rez:%(z+73

_1,._
h)Imz—Zﬁz 2

) [rz*z|<|7+

>
N—r

[tz z|2| 7| 3

)

R
k=1

<>zl
k=1



Problema 1.-
Resolver la ecuacion
2+72-7=1
Solucién:

escribimos
2(Z+)=1+ 7
o Z(Z+1)-(Z+1)=0
o (Z+1)(Z2-1H=0
o z'+1=0 = 7=-1 , 2-1=0 = 7=1
Es decir, debemos calcular las raices cuartats geas raices quintas de 1

Aplicamos la formula

O+2kmr . G0+ 2k
+isen——

VE:W(COST ), k= 0,1,2..r-

Ahora -1=1(cogr+isenr, yentonces

, T, T

Una raiz es cos—+ isea- , kC
4 4

Otra raiz es cos%”+ isen34ﬂ , k1

. 50 . 5 "
Otra raiz es cosT+ |seHZ , k&2

, ‘. Imr ~
Otra raiz es c057+ |senz , kG
Ahora
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1=1(cosOrisen 0

Entonces

iﬁzcos%’ﬂsew k= 01,23,

Una raiz es cosg+ iseicg: 1 , kC
Otra raiz es cosZ?n+ isenz—g , k1
Otra raiz es cos%T+ ise#g , k2
Otra raiz es cos%T+ ise% , kG
Otra raiz es cos%ﬂ+ iseﬂ8;—7 , kA4

Asi entonces tenemos nueve raices en tdtafjue se corresponde con

el grado 9 de la ecuacion

Problema 2,-

Demostrar la "igualdad del paralelogramo "

|2+ W +[ 2= =20 £ +[ W)
Solucion:

Tenemos
lz+ W+ = W=(zr Wz W+( 2 Wz We( 4z ))w+z) W -z)(w2)
=zz+ wz zw ww zz wz zw we| 22 [‘w2(['4 |*)

11



Asi entonces se cumple la igualdad

Problema 3.-

Dados a,b complejos encuentre el valor dea gae la expresion

|z- dz +| z- 11)2 tenga un valor minimo.

Solucion:
En la igualdad del paralelogramo reemplazamqgor z-a y w por z-b

entonces

(z-a+(z- B +|(z a-(z p=2( 2z |a+| 2z |D
o
2z- (a+ b +|b- d=2( = &+| z P)
La expresion de la izquierda depende de z yakr es cuando el primer término

es cero , o0 sea

2z-(a+b)=0 de donde z=(a+b)/2

Problema 4.-

1

¢Cudles son los posibles valores que puede tograg

Solucion:

Escribimos

12



1:3‘e‘¢’+ é¢‘::-3|coqo+ cop+ i ¢ew+ sep|F 3 (cap+ cgs’d  berr

=3,/2+ 2(cowy cop+serpsed ¥ 3§ 2 2copl ¢

de donde

1=9(2+ 2cosf—¢ )F 18 18cog(¢

y
17

cosp—¢ )= . = @-¢=+160,81 0 + 199,Ik
Problema 5.-

Si z=cos@+iser calcule

itg g +i , z£-1
2 1+z

Solucién:
Escribimos serd 2 sedl . 2(1+ cod - iseth)_

serg 2+ 2coY - Zisefd

i + =j
1+cos¥ H cog+iserd

+ ca® {1 c659) serd

=i T =i
1+cosd M 2cof+ ciP+serfd

serd sefl

=1+i =i =1
1+cosf H co¥

Problema 6.-

seh . 2 2co8- 2iséh:
A cés +2 2dds

A,B y C son tres puntos colineales en el pleomaplejo tales que AB=BC .

S

Si a, by c son los complejos asociados a A(B,expresar ¢ enfunciondeayb

13



Solucion:

B es el punto medio de AC vy asi b-a= gHasi c=2b-a

Problema 7.-

Si =1, z#z1 calcule (1+2z+ 37 )(1+ 3z+ 2Z°

Solucién:

Esclaro que 1+z+ Z =0 que es el factor de la ecuacion clbica qudermmtas otras
dos raices de la misma , ahora y teniendo en@estd tenemos

(1+2z+3Z2)1+ 32+ 22 = (W # 2+ 2 2%2)(* &/ % 2+z°%¥
=(z+2Z)2z+ 2)=22+4 72+ H2FE 22 5 2=
=3+2(1+z+7)=3

Resultado final 3

Problema 8.-

Sea un cuadrado OABC en el plano complejoddd® es el origen y los siguientes vértices
siguen el sentido positivo de rotacion . Si A esponde al complejo 108+ 656i ¢ Cuales son
las coordenadas de B ?

Solucioén:

B es el vértice opuesto a O por la diagonatdatirado cuya longitud a2
veces el modulo de OA . Ademas el argumento de©48 grados mayor que el de

OA . En resumen debemos multiplicar OA por un vedtargumento 45 grados y
) : i T . T :
modulo~/2 . Dicho vector es\/i(e = \/E(COSZ+ |Senzr = ® i , entonces

14



(108+ 656 )(I+i k- 548 76t

Entonces las coordenadas de B son (-548,764) .

Problema 9.-

Resolver el sistema

47 +3Z2wWw W =
222 -2Z72w+ z2vi=1

Solucion:

Hacemos w=mz , reemplazamos en ambas ecuaciod&/idimos

Se obtiene

4+3m+

— = =8 = m-8nt+19m-12= (
2-2m+ nt

de donde resulta

(M-D(m-3)(m-4)=0 = nr 13,¢

Sim=1= 7=1= =z=1= w(3 soluciong

Sim=2= 2:3% , W 3?13 (3 solucione)

Sim=3= 2:§/I, W=4§'/E (3 soluciong)
10 5

15



Problema 10.-

Si z,2z,z sonlos vértices de un triangulo equilatero arajue

z’+z°+z°= 7223t 27 Z

Solucion:

Ellado z, — z se puede obtener por la rotacion en 60 graddadiez, — 7

y analogamente el ladaz,— 7z se obtiene por la rotacion en 60 grados del lad

z,-2 . Asi
2,-2=6(2- )
2-2=6(2- 2

Dividiendo

5L-4_4"4

4L-4L 4 %

y desarrollando se obtiene

z’+2z°+2°= 722+ 2 Z

Problema 11.-

Los nimeros complejosw,, W,, W, pertenecen a la circunferenciaz| =5
y su suma es cero .Calcule la longitud de la cfiem@ncia inscrita en el triangulo

16



cuyos veértices son los puntosy,, W,, W, .

Solucién:

Los lados del triangulo sonw, —=w| , [w—w| , |w- W

Ahora

v, = =20+ wl® = Qw+ w2 w+ W)= 125k 2(w Wt W W

W, —w|* =[2wg + W) = 2w+ W)(2w+ W)= 125+ 2(w wt ww

Luego

|W3 - V‘ﬂ| :| W, — v\é| y analogamente |W2 = Wl| :| Mo V\é|

y entonces el triangulo es equilatero y su lada 55\/5 J=5/2 yL=2mr =51

Problema 12.-
¢Qué curva en el plano complejo representa la Etudz - | z+ 4= & 2

Solucion:

z-d|z+ 4=| i- 4= &
z=r(cos@+iserd)
2’ =r’(cos P +isend )

Z?—-a =r’cos@- a*+ ir’send

17



‘zz—az‘:(rzcosﬁ—az)z+r4sen29: d
r‘cod - 2%’ cos@+a’+rsen’ 2= a’
r‘(cos P+ser’ ¥ > x°a’ cos@=

r‘*=2ra’cos®d = r’= 2 cos@

Se trata de una Lemniscata

Problema 13.-

Si a,b,c son complejos |a|<1, [f<1

o (-[af)b+@-|5")a
1-[atf’

y siP=(4,3) y d(P,c) es la distarentre cy P

¢, Cual es el intervalo real de menor longitud queiene todos los valores posibles

de d(P,c) ?

Solucién:

d< (-faP)lB+@-[47)d _ | d+| -] ab( &+[ b _

1-[ap’ 1-| alf

_(al+[oha-|at) _ [d+[b _,
(L-[ab)(@+[ad) 1+|4] b

Ahora si P=(4,3) y d(P,c) es la distancia entyecP, entonces
d(P,0{ x/4< x< §
Nota:

1-]d>0 , 1-|d> 0= (+|q)E|4 » 0=

18



1-[af-|bj+[ati>0 = 1+[alh>| a+[ b=

Problema 14.-

Z+=

=

Si a es un nmero real positivo M, = {ZD -{0}/
z

Encuentre el maximo valor dg cuando zO M,

Solucion:
2 _ 2. =
az|z+Y = &= z+—j =( zr—])( Z-=1)=| |§+Z +2(Z)2+—12:
2 2« LE

4 +(z+(9)*-2| £ +1
LS

= |4'-|4*(d+2)+1=—(z+ 2°<0

|Z|2 D{az +2-+a*+4a®> a+2++a'+ 4a2}
2 ’ 2

de donde se obtiene

ary d+4

2

max|z| =

—atVa’+4 atVva+4
|40 5 ; 5 =

19



Problema 15.-

§Z+_j =1
bz+

Si |4=1 pruebe que

Solucién:

—\-1
% , entonces

pUm—

Como |Z|:1 = Z=

Problema 16.-

Encuentre algebraicamente el menor valor que piosdiar la expresion

A=[z+1+|z+]+[z2+]  si| 7=| =1

Solucién:

Az|z+1+|z2+1-(2+1)2| z+1+| z7 P2

2|z +1+|z]|2-1=| 2+ 31+ z-{2| Z# B 2 1=

20
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Problema 17.-

Si z esta determinado por la interseccién demaacux’ + y* =1 (X, y)# (-1,0)

y la recta que une el punto  (-1,0) con el puffipd) , A OO
A

Solucion:

La recta en cuestion tiene por ecuacion

y=A=m(x-0)=Ax= y=A %A

ademas XX +y* =1

resolviendo este sistema se obtiene

_1-4° _ 2
1+ A% y 1+ A2

Asi
1-22 22

z= +i
1+A% 1+ A2

21

, exprese z en funcién de



Problema 18.-

Silaecuacionz*+gZ+ g Z+ az a=0  con coeficientes reales no nulos

tiene una raiz imaginaria pura expresg en funcion de los otros coeficientes

Solucion:

Sea ki laraiz , entonces

k*i*+ak’i®+ a,k?’+ a,ki+ 3,=0

o k'-aki+a+i-ak+ak=0

(0] k4—azk2+a4=O '—a1k3+33k=O = kZ:%
a’ __ &
dedonde —--a,—+a,=0
a’ "a
)
y %:@%zz%
Problema 19.-

En el plano complejo consideremos un triangajoilatero tal que el radio de la
circunferencia circunscrita vale 1 . Si los védisen A ; B; C y P es un punto cualquiera de

dicha circunferencia calcule el valor dPA’ + PB + PC

22



Solucion:

Sin perder generalidad consideremos el triénigmmado por las raices cubicas de la unidad

1,5:—1+i£ __]'_i£3
2 2 2 2

ademas en la circunferencijal =1

Asi, PA +PB+ PC=| 21" +| z ¢ +| 252‘2 =
=(2-D(z- Y+ (z-e)(z &)+ (26°)( 2 &)
=3 - (+e+£%)z- (I+£ +£2) 2+ 1| +[e7 =

=3-0z - 0z+ 1+ 1+ 1= ¢

Problema 20.-
Demostrar que sjz|=|z|=1 , z3#-1 , entonces
+
475 =A  esun numero real
1+277,

Solucion:

23



Tenemos

N |~

z3=|4'=1, z== , 2=

.\N|H

__ 1.1
X @@ _ 7 2 _ #z_,
l+zz 4,11 1+zz

2 %

luego A es un namero real

Problema 21.-

Encuentre todos los complejos z tales qye| =1 y

£+— =1
Z Z

Solucion:

Sea Z=COSX+ isenx )D[ 0/7) entonces

z +_4
£+EZ‘:‘ 7 =|cos X +isen2x+ cos 2 isendx |2 cosf
z Z

Entonces COSZ)(Z1 O COSX= _1
2 2
Si cosz}<=E
2

m
entonces Xl:g y X T XE— , X"

24



Si COS X =-—

_T _ar _A4m _ar
entonces XS_E , )(6—? , )(7_—3 , Xa__3

Problema 22.-

Escriba la ecuacién de una recta en el plangptejo en funcién de las coordenadas

complejas conjugadas

Solucion:

.= , Z+
z=X+1ly, z= X 1y dedonde X= > y Y=

La ecuacion de una recta en el plano es Ax+B@+C=

entonces escribimos

+ — > | ~ B
AZTZ— BiZTZ+ C=0o0 equivalentementeZ(A;Bl) +Z 2 ZBI) +C=0

Hacemosa=A_zB|, az0 , b=COUO

Asi nos queda az+ az+ b=0

25



Problema 23.-

Escriba la ecuacion de la circunferencia en elgplaomplejo en coordenadas complejas
conjugadas.

Solucion:
En el plano la ecuacién de una circunferencia 8x° + y°) + Bx+ Cy+ D=0

Ahora pasando a coordenadas conjugadas

Azz+ BE2 5+ =5+ D=0

2 2
o A+ 24 B-S 2 po
2 A V2 2

B, C
hacemos A=a, —+—=, =D=
5 = y

Entonces

az_z+,8 z+,5_z+ y=0
Problema 24.-

Pruebe que si n=2,3,4....., entonces

21t 21 2(n-1)

a) COS—+ COS—+ ....... cos——~=-
n n n

b) Sen%ﬂ+ SeHZ—:+ ........ Se%(nn;l): 0

26



Solucion:

Consideremos la ecuaciér” —1=0 cuyas soluciones son las raices n-ésimasu@dad

, como el segundo coeficiente de la ecuacion &s ge¥ste es la suma de las raices tenemos

2m  An 20 -1y
1+e” +e" +........... e " =

de donde resulta

2T 21T 20—-1) .. T ar 20— 1) _
(lcos—+ cos—+ ....... ceS—— 4)i sén—+ sep—+ ... sep——' =)
n n n n n n
y de aqui se deduce claramente el resultado pedido
Problema 25.-
Escribaenla forma at+bi elcomplejo —— X
1+ cod +isent
Solucion:
1 _ l+cod-isent _ H cod-isent_ 1. sent

1+cod +isent (& cogd+ sedt) 2@ cot) 2 2 co

27



Problema 26.-

El polinomio z*-5Z2+187-172 13 ( tienelaraiz z=2+3i . Encuentre

las otras raices.

Solucion:

Como z=2+3i es raiz y el polinomio tiene coeficganteales , entonces z=2-3i también
es raiz entonces podemos dividir por

(z-(2+30))(z- (2- 3i))= Z - 4z+ 1t

Efectuando la division resulta

Z2-z+1

Igualando a cero y resolviendo resultan las ressasaluciones

ZzliI\/:—g

2

Problema 27 .-

Resolver la ecuacion

Z+1=0

Solucion:
Podriamos darle la forma polar al complejo dplicar la formula de la raiz n-ésima de

un numero complejo, pero esta vez lo haremos algsmente , tenemos
Z+1=2+22+1-272= (3+ 17 - (2X= (V22 )( = 241

hay que resolver las dos ecuaciones que resultan:

28



yoN2eV2-4_ —2xiV2

2 2
o N2xy2-4_ J2xiV2
2 2

Cuatro soluciones

Problema 28.-

A A A...A seaun poligono regular inscrito en la circueriera x* + y* =1 y sea

A =(,0) .Calcular AA+AA+....... + AA

Solucién:

Podemos considerar los vértices del poligono camalmeros complejos

A

Ahora la suma en cuestion se puede escribir corsona de los términos

AA=2-72, AA= Zz- Z.......... AN 7

sumando tenemos

pero los vértices de este poligono regular seqruednsiderar como las raices n-ésimas

de la unidad y por lo tanto su suma es cero , leégesultado final es
-nz =-n1,0)= (- n,0)
o en forma vectorial —ni donde i es el vector unitario del sistemaj,k de los vectores

en el espacio

29



Problema 29 .-

Demuestre que|z|=|z|=1 y |z+3z|=2 = 2= 3
Solucidn:

Sean z =cosf+ise , z,=cosg+isemp ,entonces

2:|Zl+ zz|=\/(cosﬁ+ co® )+ e+ sah)=

=/2+2(cosd cog+ser@sepp F 2 2cob-¢ 3
de donde resulta

cos@-¢)=1= O=¢+ Xkmr , luego z =12

Problema 30.-

¢, Qué curva en el plano representa la ecuacion

|z—]4+| z+:<1 =10

Escribimos la ecuacion en coordenadas cartesiana

J(X=1)+ y? +/(x+3)°+ y* =10

despejamos una raiz y elevamos al cuadrado

X2 +1-2x+ Y =100+ (x+ 3f+ Y- 2Q (x+ 3f+ ¥

reordenando

2x+27=5/ (x+ 3f + Yy

eliminando la raiz y reordenando

21(x+ 1 + 25/° = 52¢

30



(0)
2 2
O, Y 525
5 21

Se trata de una elipse

Problema 31.-

Exprese en forma compacta las siguientes expresione
A=cos@+68)t cos¢+ 2 ¥ ...+ coe(+nf )G,z 7k k enterc

B=serfa+6)+ se@+20)+....+ sefr+ &) f# 21 Kk k ente

Solucién:

n . . n .
Escribimos A+iB=Zé(””g) = é"z &7
r=1 r=1

La dltima suma es una serie geométrica de ragfn

in@d in@
’ _ @Y -1 iaMhg g2 — g 2
ASI A+|B:éaé€ 9 —e ? e o
¢’ -1 e
eZ -e 2
néd
|a+n—+li6 sen—-
o A+iB=e 2 g
sen—
2

y separando las partes real e imaginaria tenemos

31



né ng

sen— sen—
+ +
A:cos@+n—10)7§ ; B=ser(a+n—16?)
2 serE 2 serE

Nota: COSH=%€€+e_iB) , Seﬁ=zjf (‘6- ¥)

Problema 32.-

Describa el conjunto de puntos que representagclaasciones
a) |z+2=|z-4

b) |z-1=Rez+}

Solucion:

a) |z+2=|z-1] = |x iy q=| x iy-1
0 (X+2P+y* =(x-1°+y

0  4x+4=-2x+1

de donde Xx= —1
2

una recta vertical

b) [z-1=Rez+] = (e 1f+ y= »:

Desarrollando resulta y* = 4x

una parabola que se abre hacia la derecha.

32



Problema 33.-

Exprese cos ¥ en términos deosd y serd

Solucion:

Tenemoscos ¥ = Re(cosB+isen 8 3 Re(cs ised °
cos¥P = Re(cosd+ i3 ci¥serd— 3clserd— iseld

cos¥ = codf- 3colserfd

Ademas también resulta

serBd = Im(cosf + isefl § = 3co80 seh— séh

33



CAPITULO 2

FUNCIONES

34



Recordatorio
Definicion.- Si f:GOC - € y z, esunpunto de acumulacion de G y$i,
talque D6 >0, 0> 0tal quedZ] GO<| = g<d=| { } <&
entonces escribimos

li[rzlo f(2=w

Observacion.- Si el limite existe es Unico.

Definicion.- Seaf:GOC - € si z,U0 G 0 es un punto aislado del dominio y

lim f(2) =z , entonces decimos que la funcién es continug,enAdemas la funcion es
2-%

continuaen G si es continua en cada punto d& .

Lema.-Si f:GOC - € escontinuaem, y limg(2 = w entonces
2- %

lim £(9(2) = f(w) = f(lim 4 »

Definicién.- Seaf :GUOC - € vy Zz unpuntointerior de G . La derivada dé

en z, es

vy ) = fim 12~ (%)
L

y decimos que la funcion es diferenciable en esgop Si la funcion es diferenciable en un
disco abierto centrado en ese punto decimos gapatgica en el punto. La funcion es analitica

en el dominio si lo es en cada punto de éste.
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Si la funcion es analitica en todo el plano contpégj llama entera

También podemos escribir

TOR MICELEL (€

(h no es real necesariamente)

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann

a) Seaf diferenciable enz, = x,+ iy, entonces las derivadas parciales tle
of . of

satisfacen — =-l—
o () w%)

b) Supongamos con derivadas parcialés, fy existen en un disco abierto
centrado en z, y son continuas ed, .Si estas derivadas satisfacen la ecuaci@)

entonces f es diferenciable erz, . Enambos casos @) y b) se cumple

() =2()
Si f(2=f(xyY=uUx%y+ (xy entonces

U 0% %)= %06 %)+ 4% W= v(% ¥
Estas ecuaciones son condicidn necesaria para duedion sea diferenciable , pero la funcién
es analitica en un abierto G si y solo si u, verederivadas parciales continuas que satisfacen

estas ecuaciones de Cauchy-Riemann .
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Problema 1.-

V4

Demuestre qudim no existe
z-0

V4

Solucion:

En efecto , si nos vamos por el eje x (y=@pemos

. Z . X . X
lim—==Ilim—==Ilim —=1
ZHOZ XAOX XAOX

y por otro lado si nos vamos por el eje y (x=0)etaos

A A |
I|m—:I|m_—y:I|m _—y:—
z-07 ya0|y y- 0 |y

El limite debe ser Unico , luego este limieeriste.

Problema 2.-

Demuestre que la funcionf (z2) = Z  es entera.

Solucién:

— 3_ .3
IimMﬂimﬁ:Iim (Z+ zz+ Z)( 2 of _
Z- % Z—% > g 7— g z g z g

=lim(Z+zz+ §)=3 7
z- %
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Problema 3.-

Demuestre que la funcién f (z) = (_z)2 es diferenciable en 0 solamente (esto signifim

la funcién no es analitica en 0)

Solucion:

Escribimos z= 7z + ré’ , entonces

(2°-(2)° _(3+ 1) -(9 _(d+ r&’*-( & _
z-7 z+1¢- 2 ré

_(2)*+271€%+ Pe™—(3)° _2zre+ T _
re'? re?

=27,6%7+ re*”
Si z,#0 entonces el limite del lado derecho cuarglo. Z no existe puessi - 0

obtenemos diferentes respuestas para la aproximborizontal (#=0) vy para la vertical

(¢:7_27) . Por otro lado si z, =0 , entonces el lado derecho es iguetd” =|4 €%
Ahora
)2
(27| _ . 30|
lim @ =lim Hz| e3'<"‘ =lim| 2=0
z-0| 7z z-0 -0
N2
im {2 =g
z-0 7
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Problema 4.-

Demuestre que f(2) =z no es diferenciable en ninguna parte

Solucion:

Tenemos

zZ- . 7= W
o - g=I|m—
Z*ZOZ—ZO - 3 7— g z g \\

este dltimo limite no existe (Problema 1.-)

Problema 5.-

Verifique si la funcionf (z) = Z es analitica o no

Solucién:

f(2) =(x+iy) €Y =( x iy é(cos x sen)

Ahora

ou _

&:e cosy+ X€ COSy yeé ser
ov_

FY =e“cosy- y€ seny Xecos
y

ou _ dv ” ”
Vemos que 6_ z 6_ , luego la funcion no es analitica en general
X oy
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Problema 6.-

-1
: o . — , z#1
Estudie la continuidad de la funcion f (z) =< z-
3 ,z2=1

Solucién:

Claramente la funcion es continua en aquellogos diferentes de 1.
Ahorasi z=1 tenemos
2
.71 .
lim =lim(z+1) =2
z-1 7-1 72—l

pero f(1)=3#2 ,luego lafuncién no es continua en el punto

Asi entonces la funcién es continua di—{1}

Problema 7.-

Estudie la continuidad de la funcion

3 _
22 11 , Z2 %]
f(2)=4°
E ,Z=%1
2

Solucion:
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Si z#+xl1 fescontinua claramente

Z-1_(z-1)(Z+ z1)_ 2+ 21_,

Ahora >
z -1 (z-)(z+1) z1

: 3 . :
y limA=—= |, pero lim A  no existe en
z-1 2 7 —

Asi, la funcion es continua en —{-1}

Problema 8.-
-a
Demuestre que w=——= azb esl-lysobreC=C {o}
Z—
Solucion:

Wz)=wW3z) = 2:222—:2 S (7= A z- (2 2 )

desarrollando y arreglando
(b-a)(z-2)=0, & b> z= z= wes-1
Ahorasea W=Ww, debemos encontrar z tal qus(z) = w,

z-a a-—bw,
— =W z-a= w(z z
S—p O = vy ( b = 1-w,

o0 sea existe z tal qua(2) = W, .luego la funcion es sobr€ ysi z=b ,w, =

y la funcion es sobreC .
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Problema 9.-

Transforme las ecuaciones de Cauchy-Riemaworaenadas polares.
solucioén:

Tenemos X=rcosd ,y=rserd

X =cosf , X, =-rserd

y, =se , y= rcosd

u=u(xy = y=yx+yy= ycosd+ yseéh (1
U =UuX+Uy = - yrsed+ ycosd (2
Vv, =y cosd+y, sed  (3)

Vy =-V, rsed+ y rcosd  (4)

de() ry =yrcosf+y rsed= y rcod- y rsefi= ,

de donde u, zlvg
r

Anélogamente de (2)

%:—uxsenﬂ ycosd=-y sefl- vcog=- |

u
6 = _y

de donde — j
r
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Problema 10.-

Pruebe que si f(z)=u+iv , f(2= u- iv son analiticas entonces la funcién es
constante

Solucién:

Tenemos

f analitca= u=vy (1), y=-vy (2
f analitca = y=-y (3, y=v (4
de (1) y (3) sededucas, =-u, = u, =0
yde (2) y (4) setieneu, =-u = u,=0

o0 sea u no depende nide xnidey o0 es decorestante

Anélogamente v es constante y por lo tantarnaibn es constante

Problema 11.-

Demuestre que sif(z) = u+ iv es analitica yuv = cte, entonces la funcién es constante

Solucioén:

Tenemos U, =V, , U, =-V, (1) yademasuv=cte= yw uy=0 , ywv u=0

u u u u u u \Y
entonces —=-—=%* , —=-2 = X=2 y por (1) L=-= = v +y’=0
Voovvoy vy VS

=>v, =V, =0= v=cte

analogamente se obtiene que u es constantely fomo la funcion es constante.
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Problema.- 12

Pruebe f =u+iv analitca y v= 34 = f= ct
Solucion:

f=u+iv’> = u =(r),=2uy,, y=-2uy

u u
e S AN ux2+uy2:0 = u,= U =0= u= cte
u u
y X
0 f =cte
Problema 13.-

Pruebe f =u+iv analitca y V=d = f= ct
Solucion:

U =v, , U ==V, = 2Uuy=2v, 2uy=2vy

X

Ye

Uy

=V o W
uy

u
=-—Y (Por Cauchy- Riemar
v

y

<

2 2 — — '
=V, +u =0= v,=u =0 yanalogamente se deduce

u=v,=0 luego u,vctes = f= cte

X X

Problema 14.-

Pruebe que si f es analitica y toma valores reaidS, entonces f es constante en G

Solucién:
u=v,=0 ,u=-v=0= u=cte> f= ct

x y
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Problema 15.-

Nota : Definicion .-Una transformacion de Mobiusdenla forma

F(2=22  ad- o
cz+d

Sea una transformacién de Mobius como la queusstra . Calcule su inversa

Solucién:

_azt+b
cz+d

, ad—-cb£0 = wcz J= az

=>cwz+ wd= az b cwz a&Z b v

= z(cw- 3= b- wc

b-wd ) b—-dz_ dz b
z= = (2= =

cw—a cCz—a —C#
Problema 16.-

Pruebe que la derivada de una transformacidideus nunca es cero

Solucion:

az+b
cz+

Sea f(2)= , ad—cbz0

a(cz+ d- ¢ az bz ad ct
(cz+ d)* (cz+ ¢°

Entonces f'(z)=

y como ad-cbz0 |, laderivadanunca es cero
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Problema 17.-
Demuestre que una transformacion de Mdttifesente de la transformacién identidad

puede mapear a lo mas dos puntos fijos .

Solucion:
sea (=2 ad-ewo
cz+d
f(2)=2z= P , desarrollando resulta
cz+d
cZ(d- 3 = b=0

Ecuacion de segundo grado que puede tener a ldoséluciones.

Problema 18.-

) o 1+z : , ,
Demuestre gque la transformacion de Mobifuz) =——  mapea la circunferencia unidad

(excepto z=1) en el eje imaginario.

Solucién:

_+z_(+9(1-2_ =z z _ iy
1-z (1-2)1-2) 2-(z+ ) 1-X

f(2)

Asi entonces f(z)0ejey ( z1)

Problema 19.-

Encuentre una transformacion de Mébiusqual f(1)=0 , f (2)=1, f (8
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Solucion:

az+b
cz+ d

f(2)=

tW=0= 2*P_0= p=-a
c+d

2a+b

f(2)=1= =l a=Z+d
2c+d

2a+b
2c+d

f(3)=00 = zoo= +d=0= d=-3c

= a=-cC
a=a,b=-a, c=—a, d=3¢

az—a _ z-1
-az+3a -z+3

f(2) =
Problema 20.-

Sea f(z :z—: . Calcule f(i), f(-24), f @)

Solucién:

="t 1211
1+1 1+11-i

2,
2

2i-1 -4-1%2 3 #_3 4

f(-2)= = =
=2) -21+1 -2+11+ 2 5 5 5




1
1_i
f =_ Z_
() =—2=1
1+-—
z
Problema 21.-
Encuentre una transformacion de Mébius que tramefa circulo|z— i| =lenel

circulo |w=1=2

Solucion:

Si le aplicamos la transformacié = z—i , el circulo se centra ahora en el origen

si luego le aplicamos la transformaciéghh = 2¢ , el circulo tiene ahora radio 2, por

ultimo si le aplicamos ahora la transformacigr= ¢ +1 el circulo tiene su centro ahora en
en punto (1,0) . Entonces

E=yW+1=20+1=2@Z-i)+ 1= 2+ (- 1

es la transformacion pedida

Problema 22.-

Encuentre la transformacién de Mébius que mapeeuntos 1, i, -1 en los puntos

2 , 3,4 respectivamente.

Solucién;
az+b
f(2) =
(2) cz+d
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a+b

f(1)— d—2:> a+b=2c+ 2d
.. _ai+b : :
f(@i)= =3=a+b=3i+3d
ci+d
f(—1)=_a+2:4 — —a+b=-4c+ 4d

a=2-4i,b=2+4 c=%i ,d= ki

(2-4diz+ 2+ 4)

f(2)=

@-i)z+@+i)
Problema 23.-
z
Sea f(2)=w=——
& ==

a) Demuestre que la funcion es 1-1

b) Encuentre su inversa
Solucion:

a) w es un multiplo de z en su misma direccionntide w=kz k>0 ,entonces si

kz =z k 1

LW 1[4 #KE w[f

=>k+k4=1+ 1= kl=> w = fed-1
b) Anélogamente si z=k'w k>0 entonces

z

———= 1+ k|wW=K
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Problema 24.-

Nota.- Una funcion f(x,y) se llama armonica sisatte la ecuacion de Laplace
0°w N 0°w _
9°x 0%y

Nota.- Si f(z)=u(x,y)+iv(x,y) es analitica, ent®s u , v son armadnicas .

Demuestre quef (X, y) = ¥ —3xy’ + 2y es armonica y calcule su conjugada

Solucién:

0 f . 0> f
9°x 0%y

Tenemos =6x+ (-2x)= 0= f es Armonici

sea f=u(x,y) ,debemos encontrar su conjugada)vtalyque w=u+iv es analitica

y por Cauchy-Riemann tenemos

Mg gy =

()4

U bxy—2= oV
()4

Entonces

v=[(@%-3y)dy=3% y- + Q3
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Ahora derivamos respecto a x

?=6xy++C'(x):6xy—2:> C(R=-2= dR=-2x .,
X

Asi entonces

V(X y)=3Xy- y-2x £
Problema 25.-

Encuentre un vector unitario normal ala aurx® — xy+ y¥—7=0 en

cualquier punto.

Solucién:

Aplicamos el operador Nabla

_ O -xy+ ¥-7) _2x v (2y- X
n= =
00 = xy+ ¥ =7)| /5 —8xy+ 5y

Problema 26.-

e __ Yy 1
Sea f(z)=u+iv Ref(z)—x2+y2 f(1+|)—2

Calcule la funcion si es analitica
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Solucion:

2xy _ X
UX—(X2+y2)2—Vy:>V— X2+y2+c()§
_ X-y _ X-y _
uy_ Ve = (X2+yz)2_(xz+yz)2+c(x):q))_ f
X
D=yt A

oy X
f(Z)_X2+y2+I(X2+y2+A)

1 1 . 1 1
fA+i)==+(E+A)i==—= A=——
d+1) 2 (2 ) 2 2

oy o x 1
f(z)_X2+y2+|(X2+y2 2

Problema 27 .-

Encuentre una transformaciéon de Mébius que mape'ecla1ferenci42—(3+ 4i)| =5

en la circunferencigz - (5+ 3i) = 6

Solucion:
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Trasladamos la circunferencia con centro en gkaripor z-(3+4i) y le damos radio 1por

(z--(3+4i))/5 y la trasladamos a 5+3i con radipér

6z+ (7- 9)

+5+3i=

(== 4)

Problema 28.-
Sea f(z)=u+iv, f analitica, f(0,,7)=-1+ | , Ref (z)= €™ cosy

Encuentre la funcion

Solucion:

u=e*cosy= y=—-€"cosy y= ¥- € seny C
u, =—€’sen

v,=€'senyr  k=- y= € seny 'C)x0=> =<
f(z2)=€e*cosy+ i-e”seny 3
f(0,m)=-1+i=-1+Ai=-1+i=> A=

f(z)=€e*cosy+ i-€” seny 1)
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CAPITULO 3

INTEGRACION
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RECORDATORIO.-

Definicion: Sea qo:[a, b] OO0 - € , entonces

Jtiqa(t)dt = f Reg(t )dt+ if Ime(t )dt

Para funciones con argumento complejo integramia®sma curva)y que se debe
parametrizar :)(t) , ast<b
Definicién: Supongamos que/ es una curva suave parametrizada pfr) , a<t<b

y f unafuncién compleja continua eryy entonces definimos

| f=] f@dz=] f )y d

Nota: Podemos extender esta definicion para cutiesenciables por tramos y resulta
una suma de integrales por tramos.
Nota.-

Sea y unacurvasuave f,g funciones complejas continuas ¢ny cOC

entonces

a)f(f+cg=[ f+d g

b) Si y se parametriza poy(t) , a<t<b definimos la curva-y como

-yt)=y(a+b-t) , ast<b entonces

_jyf=—{f

c) Si)y,y y, talesquey, empieza dond¢; termina , entonces definimgsy,

siguiendo por ); hasta su final y continuando poy, hasta su final . Entonces

[ f(@dz=] (3 dz| (pc

WWas
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d)jf

4

<max,, |f ¢)Longitud dey

b
e) Longitud()= j ly(@)ldt

Nota.- SeaG [ C abiertoy )y una curvasuave ers parametrizada por

yt) , ast<sb , f continuaerG y F unaprimitivade f en G

entonces J'f =F(y(b)-F((a) .En particularJ'f es independiente del camino
y y

yOG entre y(a) y y(b

De aqui se tiene también que & [JC abierto ,)y una curva cerrada €& y que tiene una

antiderivada enG , entonces

jf:o
14

Nota.- Integral de Cauchy para un circulo

Sea C; un circulo de radioR con centro ew dirigido en sentido contrario a las
manecillas del reloj y supongamos quk es analitica en cada punto del disco cerfado
limitado por C; . Entonces

fw=—t [ 1B,
2m ¢ z-W

Nota.- Integral de Cauchy
Sea f analitica enlaregiéft , wllG y y positivamente orientada ,simple, cerrada

suave,G — contractible tal quew esta dentro d¢ .Entonces

_1f@
f(w)—ﬁj;;vdz

Generalizacion
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£ (w) = 'J(Zf(z) dz n=0,1,2,.

)n+1

si f(2) es analitica en una regién simplemente conexeycqntiene la curva cerrada simple
Yy W un punto interior dey .
Nota.- (Teorema del residuo) Si es analitica en la regid@ , excepto en singularidades

aisladas y siy es una curva simple cerrada ,suave positivanmigetada,G — contractible

Entonces J. f= 277iz Res,_, (f (z)) donde la sumatoria se toma sobre todas las
% k

singularidadesz, dentro dey .

Nota.- Seaz, un polo de orden n, entonces

n-1

(n 1)|a » 42

Res,_. (f(2))= ((z g)
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Problema 1.-

EvaIL'JeJ- z°dz alolargo de la trayectoria de -1+i a 5+3formada por los segmentos
C

derectade -1+i a 5+i yde 5+ a5+3i

Solucion:
Como la funcién f(z) = Z es analitica , la integral es independiente deajactoria

entonces

jzzdz=1 3753 =-4+1%0
) 3 3

Otra forma seria evaluar la integral por tramosmar
f(2)=Z=(x+iy)°=X- y+2xy , dz=dx+ idy
Sean A=-1+i,B=5+i ,C=5+3

Alo largo de AB y=1 , dy=0 luego
5 5

| e = [ 0 ~1)dx+ [ 2xdx= 36+ 24
-1 -1

Alolargode BC x=5 , dx=0 Iluego

: £ 124
oo = j—10ydy+ ij (25— v )dy= - 40 =— i
1 1

Entonces | =15+ 5 =—4+%’5ﬁ
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Problema 2.-
. : dz
Consideremos la integral o
z

Considere los casos el origen dentro de C y fder@

Solucién:

El integrando tiene una singularidad en zp6lq simple) entonces la integral alrededor de
cualquier contorno que contenga el origen es iglalintegral alrededor del circujo

centrado en el origen y radio R entonces

z=R€? , dz= iR¥ ¥

d_zzzf”iRég

= [ pgrde =27

0

Ahora si el origen no esta dentro de C , por Cauahintegral vale cero pues el integrando es

una funcion analitica dentro y sobre cualquier @que no encierre al origen.

dz
Problema 3.- EvaIL'JeJ‘—n , h£1
y4
C

Solucion:
Si el contorno no encierra al origen vasodpor Cauchy)

Si el contorno encierra al origen entonces
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consideramos un circulo de radio R centrado enggmo z= Re’ , entonces

27 >0 1-n)ig 27
dz_ j'RéideziRl-“[é } =
Lz R ¢’ @- ni
Problema 4.-

4
, z :
Evalle la integral J.Wdz donde C encierra al punto z=1
Z_
c

Solucion:
El integrando tiene un polo de orden 3 en zeritgnces j f(z)dz= '[

y es un circulo centrado en z=1

escribimos f, = z* que es analitica dentro y sobre el circytoentonces

Je

@ _, 16| _,,
il e ’E!{ d7 L o
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Problema 5.-

Evalte j- , donde C es a) el circu|ld=% b) el circuldZ =

z(1+ 2)

Solucion:

Res,_, = limz =
S0 =0 z(z+1)

Res,_, = I|m (z+ 1)m

a) En este caso la curva contiene el polo en 2r@ mo el polo en z=-1 , luego

[ 92 __i(Res,, )= 2
2 zZ(1+ 2)

b) Ahora ambos polos estan dentro de la curvstonees

[ 92 _onia-1)=0

2 zZ(1+ 2)

Problema 6.-

Evalle I 22—dz donde C es a)7=1 , b)|Z=
Z2+4z

Solucién:
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El integrando tiene polos en z=0 , z= 2i , z=-2i

Tenemos
Res,_, = Ilmz(f_ z+z1)__1
=0 z(Z+4) 4
Res,., = Iim(Z+2i)(Zg_ z+z1)__3.3
z-2i z(z=-20)(z+ 2)) 8 4

Res,_, = lim (z+2i)(Z-Z+ z1) _ _

3_35
z-=2i  z(z=-20)(z+ 2i) 8 4

a) Si C es| Z| =1 , entonces el Unico polo en z=0 esta dentrea®orno , luego

Iﬂ'dz 277'|(—_)_—_1
Z2+4z 2

b) Si C es|z| =3 , entonces todos los polos estan dentro del comtduego

I ﬂd =277 (————3+—3i——3——3|)=—277i
c  Z2+4z 8 4 8 4
Problema 7.-

. dz )
Evalle I donde C es el C|rculdz|=

L (2 +22z+2)

Solucién:
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Los polos del integrando son , un polo de orden 3=® y dos polos simples en z=-1+i

z=-1-i ,todos dentro de C . Ahora en z=0 sid&o es

imtd Lt oyl @2 1
2021 dZ zz+22+2) x-22 dz(2+2 22f 4

en z=-1-i tenemos

: : 1 1 i

lim (z+1+1)— =-—+-
2o —1-i Z(z+1+ i) (z+1-)) 8 8
en z=-1+i tenemos

lim (z+1-i)— = __ 10
Z o —1+i Z (Z+1+ I)( z+1- i) 8 8

Sumando los residuos tenemos finalmente

dz DU
(J;z3(zz+22+2)_2m(0)_0

Problema 8.-

2

: . dé

Usando una integral de contorno evalué = I—
2+ cosd

0

Solucion:

Tomamos z= €° , de donde cosf =+ (Z+—1) ; Serﬁ:—l_ (2-—1), dHZQ—Z
2 z 2i z iz
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de donde se tiene

dz _2 dz

== | 50—
Ciz(2+;(z+1)) g z°+4z+1
z

donde C es el circulo unitaritz| =

El integrando tiene singularidades B/ —21\/5 , pero la unica singularidad dentro de C

es z=—2+\/§ , Ahora

1 1
Res = |lim z+ 2- \/_ =
=203 " ;_ou3 3(| ( ( +2—\/§)(z+ 2+\/_3) iV 3
_
| =271 —=—
|J§ NE
luego I:T el =2—”
1 2+cod 3
Problema 9.-
4
27T . 271
Calcul z= ikl = - —2 - (- 2),
acuej(z— R T TR Ty m( m 0 2 Em i)
donde y(t):1+%eit , 0st< 21
Solucion:
f(w
Sab fV(z) = dw
abemos que (ZO) 277|J'(W ZO)n+1

64



Entonces

(m-1) — (m-1)! f(w)
F(z) = j R
Sea f(2) = 20 = f'(za:% 7o FTln(Tln_l) 57

f(m-l)(w):l(i_l)(_l—Z) ........ - (- 2))£ :
m m m m

Entonces

1
[—5dz= 2 gy 2M 1L oo A - 2)
L (z=1)" (m-1)! (m1D!'m m m m
Problema 10.-
Evalue €

———dz
ZI';l ZZ( 22 - 9)
Solucién:

Solo el polo de orden dos cae sobre el disco unjdzsi

e . o d, Zé | 2mi
4[1 F(Z-g) 2 ZMRes = Al ) o
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Problema 11.-

Evalue —_— —dz , a dentro de (

¢ (2-a)y
Solucion:
(=g g (3= gl o FO= v o
Entonces
_ 1 f(w)

con f(w=we"= f(w=€e+ wd=> f( Ww=2 &+

Asi 1 J- z€e _dz= 2€ + atéz(“_f'jlé1
7 (z-a) 2
Problema 12.-
Evalle — J. yA ezdz , re-1
e
Solucién:

" Wa
e =1+w+—+....
2!

e§_1+2+ 2
z 2'22
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Problema 13.-

Calcule 3f—_zdz , siendo C Iacurva(

17—z

recorrida en el sentido positivo.
Solucion:

Los puntos 0y 1 estan dentro de C ,asi

|=jf(z)dz=j f( 2 dzj {xd
c &}

G

2 2
X=1F , (y=1F _,
4 9

donde C, encierrasolo 0¥, encierrasolo 1. Luego

|=2jd—z+j£=2(2m>+2ﬂ=6f
ez ¢ z71

Obs. Se aplic primero separacion por fracci
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Problema 14.-

senz
Calcule | =I

z dondeC esla curv42| =3
s (z+1)(z+ 2)

Solucidn:
| =271 (Res (f @),z=—- 1 Res(f (z2),z- 2)

= 27 (lim (2 +1)—"2 4 lim (z+2)——CN2_)
) (z+1)(z+2) -2 (z+ (= 2)

=271 (sen2— sefl)

Problema 15.-

t
Calcule | = L J. & dz donde C es|7=3

27 L 2°(Z + z+1)

Solucién:

| =(Resf (z),z= 0)+ (Res(fz),z— * iy (Resf(2),z- 1

Res(1 (2= 0=, I Uz e )™ 3

e g

FEslliiE) Z= b 0= T (0 6 i)zz(z+1— )(z+1+ D)_ 4

L e e g __é_l_i)
Res(f(2),z=-1- i)= ZJ'—Ti\(—l—i)Z(Z))_ 4
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Sumando se tiene

t—1 elMix iy
| = + =

2 4 4
Problema 16.-
3 27
Calcule | :I 22 €”cosZ dz , siendo C el borde del cuadrado de vértices
2 (22 +9)(Z +16)

0;1;1+i;i , recorrido en el sentido positivo.
Solucion:

Ninguno de los puntos singulares , -3i,3i.44i@ae dentro de C luego el integrando en

analitica dentro del cuadrado y por lo tanto pandbg [=0.

Problema 17.-

, T
SeaR>0 ,sealacurvaf(t)=Rexp(t) , 0<t< 1 Encuentre la menor cota

superior para

jexp@z2 )d%
3

Solucién:
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z= Rcost+ isen)= dz R sent dos X dt| |dz F
7° = R(cos 2t+ isem2t= R exp(i2t

eiz2 — é(R2c052t+isten2t): eil'—\Z cos2t R ser2 y_ & R sed é?Rcos:

Ahora

J'expdz2 )d%s ﬂ exp(Z )dt=j< RE st (g
5 B 5

-4

2 7T _ D2
<[Re" " dt= 2 gr =T expCR7))
B

4R

Re

oty

(serithi t para 0< &LT)
Vg 4

Problema 18.-

Z’dz

( > +1)2(22 v22+2) donde C es la frontera del semicirculo
z Z

Calcule J.
©

{ZD /|4<5, yzo}

Solucion:
Los polos encerrados por C son  z=i y z=-1+i

en z=i el residuo es
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lim—<(z-1) > - =
z-i dz (z+ V(2= ) (Z2+2 #2) 100
en z=-1+i el residuo es

z 3-4j

im (z+1-1)-——% . N
(2 +D)°(z+1-i)(z+t21+ 1) 25

Z- —1+i

Asi
Z°dz » .{9i—12 3—4i}_77
rJ B e L
100 25 5(C

J (Z+1)*(2+22+2)

C
Problema 19.-

2m
Aplicando integracién de contorno calcule:2i I senz(l—6T+ 2¢) d
T 0

Solucién:
zzi sen;zdzzzjzi se?;Tde' (2= sé;z C‘ Z-%T‘
Te(z-2)i c(z—— z-—
( 6) ( 6) ( 6)
Ahora

Res(f (2), 2= )= lim( =)0 2= s =1
6 Z”E 6 Z_E 6 4
6

=L sz 1 o iRes(f(z), =2 )=
2mc(z_7j) 6° 4
6
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Problema 20.-

2m

. : v dé

Calcule aplicando integracion de contornol = J. >
1-2acof+a

0

, O<axl

Solucion:

Sea z=¢€? , Cosezl(z+—1), (ﬂzc_l—z luego
2 z 1z

dz
iz . dz

=i
d1-2at (z+ 1) a(Z-(arl) 2 1)
2 Z a

| =
1

los polossonz =a, z==, solo ZJ| |1
a

1 1

az-yz-g *1
a

Res(f (z),z= a@=Im(z &

—

Asi
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CAPITULO IV

SERIES
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Problema 1.-

Encuentre la serie de potencias ,en la formaaidi de la funcion f (2) =i3
Z_
en las tres regiones siguientes
a) |4<3 , Y.a7
n=0
b) |z-2/<1 , > a(z-2)"
n=0
o [4>3 .
n=0 Z
Solucion:
1
1 2 1. 1. ., 1,1 i 1 .
a) f(2)=—=—2-=-"(1--2) =—A+=z+ = I+ ..+ + ...
) £(2) -3 .1, 3( 3) 3( - (32) 635 ;
3
para |7<3 , finalmente
U
T e
) — == (2-2) -1 == (1 (- 2 (2 2+ )
z-3 (z-2)-1 Y
1
——=-1-(z-2)-(z-2Y - ...... para [z-2|<1
z-3
1
c) — L ————1+ +(3)+ ..... ) para |7>3
z-3 1- 3
z
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Problema 2.-

Determine la expansion de Taylor de la fancif (2) = alrededor

zZ(z—21i)
del punto z=i
a) Directamente hasta el términfz — i)*

b) Utilizando la expansion binomial

Solucion:

1 1.1 1
A &= "2 ]z)

f()=1

Q=5 (o gmt )= ()=
f"(z)z%(a_—ii)g—z—zg ~ fr)=-2
@)= (- - = - +2)= 170)=0
fi“(2)=%((z_23i)5—23f):> V(i) = 24
Asi

f(z):l—%(z— DZ+%1(2— ) —..=1-(z= if+ (= ) - ..

b) Para usar la expansién binomial escribingfz—21i) = ((z— )* - )
Entonces
f(2)=@+(z= 1)) =1-(z= P+ (= V...

valido para |z—i|<1 con radio de convergencia 1
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Problema 3.-

1 ) :
Para f(2) :ﬂ encuentre la expansion en serie de Laurenteda de
z°(z+

a) z=0 b) z=-1 .Determine la regién dondeagla

Solucién:

! o luepr=taz 2o 3+ )==1-

a9 @)= Z(z+1) 7 v4 v

vélido para|z <1

R S AP
) (D)= =g (2107 = (- (2 ) =

:Ziﬂ(1+2(z+l)+ 3(z+ 1f + ----):i"' 2 3+ 1y 4@ 1) .

valido para 0<|z+]<1

Problema 4.-

Determine la serie de Laurent d€z) = L valida para
(z+1)(z+3)

a) 1<|4<3 ,b) |[4>3, ¢) 0<|z+1]<2 d) |{<1

Solucién:

1
2(z+1 z+g 221+1 ézl+1z)
z 3

f(2) =

1 1., 1 1.
=—(A+>) -=Q@Q+=2) =
22( z) 6( 3 )
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1 1, 1. 1, 1 _
S+ = 1=z+=7 ?72+....)—

1411
=2 Z 2 7767 3 9

1 1
—+
27 y4

1 1_1+1 1+1 122 1f

=+ —— —
22 27 27 2z 6 18 54 162

b) Ahora escribimos

(@)= (D)) =+ 712(1+—35'1

2z 1+ 2z 1+ z
z z
1 1 1 1 1 9 27
—22(1 —Z+—22 —£+...) 5 @ —2——% —32+.. )
_1_ 4,13 40
Zz 72 72 2z 7
c) Tomamosz+l=u, O<|y<2
f(u)= ! ta-tuite-Ley
u(u+2) U+ u) 2u 2 4 8
__ 1t 1.1 .51
(=50 55 gD (z+1) .....
d) Ahora
_ 1 1 _1 a2 1.1
f(2)= @+ 2 6(1+ 3z)

2(z+1) 6(1+} 2)
3

:1(1—z+ Z - £+....)——1(1——1 aty 1o,
2 6 3 9 27

_4,.,13,_ 40,
9

_1
3 27 81
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Problema 5.-

1
Determine la expansion de Laurent de la funcib(z) = Z & alrededor de a) z=0 ,b)

z=a#0,c) z=w

Solucién:
ZZ
a) € =1+ z+—+... 0s[f<ow
1
= 1
ez =l+=+—+....
z 217
= z 1 1 1
= 2@z 2+ Z+—+—+—+ +....

21 3! 41z 517

b) En este caso tenemos una serie de Taylalealoe de z=a

1 1

1 1 1 1 1 1 T
Fe=deé+(z ¥3 ae- a?e+§( <z )46 ae4 aeg g ...

c) Aqui hacemosv= l
z

= (1+w+§+ﬁ+ ..... )

f(=)= 0

—i+i+_1+_1+ﬂ+
wow 2lw 31 41 T

Problema 6.-

eZZ

Escriba la serie de Laurent de la funciéh(z) :—1)3
Z_

Solucién:
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Sabemos que

w2
¢=32 | |4<=
Luego

_eetd  La2(z)_ a2 -3 _
f(2)= (z-1° eZZ; ni(z-1° éZz ri( z=

:e{(z—l)’3+ 2212+ 2(= 1y1+§+§ (2 1) }

Problema 7.-

© 1 Mz
Cual es la region de convergencia de la serie—e*~
=~n
n=1co

Solucion:

f()=e2 = z n—lz( f( 2)" converge si y solo si

Nn=lco

X =2 x+ y2<

V4

e X=2Xx+1+ Y¥<1le (x=17+ y¥< 1

se trata del disco de radio 1y centro (1,0 # 2
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Problema 8.-

Desarrollar en serie de Taylor alrededbpdato z=1 la funcion

2
f(2) = Z°+2z+2
z—4
Solucion:

Podemos escribir la funcién como

26

f(2)=7+(z-D+ —

y desarrollamos el dltimo término

26 __ 26 11 24, o, z—g 12)+_.}
3
Entonces
26|, 1 @z- 1y
f(2)=7+(z-1)—| 1+= (= D)+ —+ ...
(2) (z-1) 3{ 3( ) 3 }
Problema 9.-

Hallar una funcién analiticaf (z) tal que

Ref (z)zi(—l)‘@:j XY 7= oy

k=0
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Solucion:

Ref @)= 1) [;Ej RGP [;D X" (iyy*= RE (e iy)"]

k=0 k=0
Asi f(2)=2"
Problema 10.-
Si f(2)= L encuentre el coeficiente @ en la expansion de
(z+1)(z+3)

Laurent de esta funcion cod z| <1

Solucion:

Aplicando fracciones parciales podemos escribir

f(@)=5 0+ 9502 3=

:1(1—z+ Zd= z°’+...)——1(1——1 aty 1o, =
2 2 3 9 27

luego el coeficiente d&” es ;—3
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Problema 11.-

Determine la region de convergencia de laseri

A:in

n=0

Z2-3i2-3z+i|
8

Solucion:

Escribimos
n
o (=) _&on 3n
A=) n——| =) —(z- 1
3 [ ] e
Ahora Aplicamos el criterio de la raiz

n
lim p =lim @kz— ) <1=
n- o n-o 8

n 3n
—(Z—1
8”( )]

=|(z-i)|<2

Asi la region de convergencia es el circlio- i| <2

Problema 12.-

Calcule el coeficiente déz—4)™ en el desarrollo de Laurent de la funcion

1

@)= Z+9

en la region|z—4| > 5

Solucion:
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1 1 1 1 1
= +

Z+9  6iz+3 62z-3

1 1 1 1 &I (4+ BY _
z+3i_z—41_[_4+3}_z—4,§; (z 4f 5<[z=4
z—4

_ il 1 &6 (4 8) _
z—3i_z—41_[_4—3} z—4§ (z 4f - 5<fz=4

f(2)=

1 _ 1 1i(—1f(4+3)+_1 1§f1')(4ri3k)

Z2+9 6l z- 4= (z- 4f 6i z- (= 4)

El exponente -3 corresponde a k=2 y resulta finatme-8

Problema 13 .-

Encuentre el coeficiente d2° en el desarrollo de Laurent de la funcién

f(2)=

4z- 7 ' |3>4

Solucion:

Tenemos

1 -1 13
42_ 22 - 22(1_5) szé
VA

el coeficiente pedido corresponde a k=3 vy vade -6
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Problema 14.-

Investigue la convergencia de la seEe(—l)”nzn+l z"

n=1
Solucion:

Criterio de la razén

_ | (_1)n+1 (n + 1)21+2 Z2r1+ 2|
‘ (_l)n n2mt 20 |

un+1
'y,

el limite de este ultimo término cual n crece imldbmente eQ‘zz‘

gue debe ser menor que 1 para la convergencidgrike resulta

1 : : : 1
|z| <—= que representa un disco abierto centrado emngerode radio—

V2 V2

: 1
En la frontera, si hacem¢rs| =—— resulta

V2

lu,(2)|= 2™ (%)2n =2n que no converge si n crece

Problema 15.-

n

Investigue la convergencia de la sefe

2
n=1 N 2n

Solucion:

Criterio de la razon
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"™ 2"
(n+1? 2

un+1

un

=lim

Nn- oo

lim

n- oo

:% luego la serie converge paﬁ <2

Para|Z =2 también converge pues la serfe,— converge
n

n=1

Problema 16.-

, , » 1
Determine la serie de Laurent para la funcidn(z) = zcos—
z

Solucion:
Tenemos

1 1

1 1
f(2) = zcos-= z(1- + = + o
(@)= 208 = Ao 7 w7 eg T
__ 1 . 1 1 .
21z 417 6!z
gue converge para todo z diferente de cero
Problema 17.-
Desarrollar f (2) :z—_ienz en serie de Laurent
z
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Solucion:

f(2) = z- senz 1(_( __?J'EE;Z .... )=
1 2 7
_5 a ﬁ .......

que converge para todo z

Problema 18.-

Obtenga la expansion de Laurent de la funcidifz) :iz senz, | 22120
Z_

Solucion:

Escribimos

f(2) = iz senz ser(ZZ:§+ 2)_ sef z2) cosj— 2cos(—z 2)ser2
1) (z- 2)2n+l

Z(

n=1

=

(2n+ 1)!

- 1T (z- 2"
2 o) senz}
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Problema 19.-

Obtenga la serie de Taylor de la funcidn(z) = i alrededor del punta =:11

Solucion:

Tenemos

(n) n! — n+l
G ) {(1 z)”+1} '(S)

entonces

f - = n+l
@=5; )Zu (-

Problema 20.-

Obtenga la serie de MacLaurin de la funcibi(z) = sefi :
Solucion:

Tenemos f(2) = sen 2:2 Senzzl1 sén

2n+1

senz-nZ;( )" ane D)
» 2n+1 . (32)2n+l
2= nz(;( Vo (2n+1)! 4;)( 2 (2n+ 1)I

87



_300 o Z2n+1 _§oo o g122n+1
_Z;( b (2n+1)! 4;( b (2n+ 1)!

_x _ n3(1_91)22n+1
_Z‘O( b 4(2n+1)!
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PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

Muchas son las aplicaciones de las funciones de variable compleja
A.-Series de Fourier en forma compleja

Una Serie de Fourier es de la forma

1 oo oo
f(t) =5% + " a,cosnwt+ Y h sennw
n=1 n=0
Que representa una funcion peridédica de periodpahora

sennwt= %( g — @
|

cosnwt:% e +e™)

Entonces

f(t)zéao_'_ianl-(énwt_'_ e—inwt)+i p_l( '@wt_ —énwt):
2 n=1 2 n=0 2
zlao_i_il-a](énwt_'_ e—inwt)+i__1ih( 'é]wt_ éinwt)
2 n=1 2 n=1 2

=Za 3| 3@ -ih)em +Sar i) €™
Escribimos

G=5% . GI(a-h) . ¢,=5(a+ ib)

Entonces
f(t) =c, +ichénwt +i c, gint
n=1 n=1
:C0+ichénvvt+i qéwvt
n=1 n=-1

= i c,e™

n=—c

89



que es la forma compleja de la serie de Fourier

B.- Funciones Armonicas
Las funciones armonicas son aquellas que satisfa@guacion de Laplace en dos dimensiones

626’ 0°0
=0
o ay2

Problema.-

Si f (| Z|) es armonica y no depende del argumento de zugatre f (2)

Solucién:

f,=1 '(|z|)

X
’x2+y2
2 2 _ X
Y T ey

(X% +y?)

O e ey

= P (R
(x*+y )2
fxx = f "(| Z|) X2 + f qj)
(< +y )2
Analogamente
=f "(|z|) y + f (| j)
(X*+y )2
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Entonces

f'(2))
/Xz + yz

Hacemosu=f' , [Z=v

fot £y =f7(2)+ =0

de donde planteamos

u=f . |4=v ., luego

-—— = lnu=-Inv+ina

\ u
u+—=0= = =
Vv Vv

du__u_ du__dv
dv u

< |C

de donde resulta

u=%= f'= f(4)=an| 2+t

C.- Calculo de integrales reales
Problema.-

Evalte
T do
5+ 3ser?d

0
Solucién:
Sea

gl —gif 7 7

z=¢’ |, sel@=——=
2i 2

dz= i€’ ¥ = izd

dz

2dz

| = 1Z — :I > :
C5+3(z—2iz ) ¢ 32" +10iz- 3
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donde C es el circulo unitario con centro en ejeani

Los polos del integrando son

_Si’_

!
3
pero solo —I§ cae dentrode C , el residuo en este punto e
, [ 2 : 2 1
im(z+-)(————) =lim ==
za-;( 3)(322+10'2—3 Zﬂ_ig 6z+ 10 4
/4
Luego | =2m(=)=—
o (4i) 2

D.-Transformacion de regiones y curvas , por ejemppra resolver problemas de contorno en

un recinto mas apropiado

Problema.-

SealacurvaC:|74=k, k#1

ZZ+1

La transformacion f (2) =

, transforma C en otra curva que encierra ugrdecarea

Calcule dicha area

Solucion:

2=k = (3= K+ 5 =( k)cosd+ (k) s&

hacemos
1 1
u:(k+E)cos¢9 , V= (k—E)seﬁ

Ahora

2 2
V
+ =1

Lo o Lo
(k)" (k=)

u
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Se trata de una elipse cuya area es

— mab= (ke B ke Ly = R =L
A= mab= k= )(k=-) 7 R =)

E.-Aplicaciones al campo de la Fisica

Las matrices con entradas en el cuerpo de los ejmspienen un uso relevante en la Mecéanica
Cuéntica.

Problema.-

Encuentre los valores propios y vectores propida deatriz Hermitiana (o Hermitica)

3 2—i -3
A=|2+i O 1-i

-3 -1-i O
Solucién:

A=3 —2+i 3

A =-A=|-2-i A -1+i|=A*-3?-161-12= (
-3i -1-i A

de donde resulta

A=-1,6 ,-2

Para el valor -1 tenemos

-4 -2+ 3 7[v] [0
—2-i -1 -1+i ||v,|=| 0
-3 -1-i -1||v]| |0
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de donde resulta

-1
v=[1+2i
1

y analogamente para los valores 6 y -2 seobti

(1-21i,6-9i,13) y (1+3i,-2-i,5) respecinente
F.-Aplicaciones a circuitos eléctricos

Problema.-

Utilizando la notacién fasorial determinar la centie i(t) en un circuito descrito por la
ecuacion integro-diferencial

: . di
4+ 8] idt -3 = 50c0s(@+ 75

Solucion:

Utilizando la notacion fasorial y reemplazanidounidad imaginaria por j para no confundirse

con la intensidad de corriente queda

8 oo
4403wl = 54 73)

w=2 ,luego
|(4-4j - 6 )= 50 78)

. 50[ 75) _ 5( 78)
4-10j 10,77 -62.2)

=4,647 143, 2)

Entonces i(t) =4,642cos(2+ 1432

94



G.-Aplicacion al calculo de la transformada invettsd_aplace

Problema.-

Obtenga la transformada inversa de Laplace dentzdo

1
f(8=————
(9 (s+1)(s-2)

Solucién:

17 elds 1 €' ds
FO=5- | |

27 5, (5+1)(s-2f 2miy (s+ 1)(s 2f

est

:Zresiduos de ——— enlos polos=s-1

(s+1)(s- 2y

en s=-1 tenemos

Iim(s+1){e—5t2} Ll
e (s+1)(s—2) <)

en s=2 tenemos
t t

lim(s-2 2 ] Lz :Iim—d €

5-2 1lds| (st1)(s-2) | s-2ds sl

t st
= ||mw :E'te2t —_:I'e?t
s2  (s+1) 3. 9

Asi entonces

Fi)=tet+lte-1g
9 3 9
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H.-Teorema de Green en forma compleja

Si B(z,_z) es continua y tiene derivadas parciales contienda region R y sobre su

frontera C , donde z=a+biE,= a— bi entonces el teorema de Green se pude escribo com
jB(z, z)dz—zjj— dxd

En efecto ,

Sea B(z,_z) = Hx y+ i@ x ¥ , entonces por Green tenemos

jB(z,_z)dz:j( P iQ( dx idyzj Pdx Qdyji Qdx P
0Q AP ¢, 0P 9Q
—H(_+_)d xdy+ [[i(&—a—y)dxd)

. oP 0 oP 0
I Gy e

=2 g%dxdy

Que es la forma compleja del Teorema de Green.

Por otra parte si C es una curva cerrada simmesqcierra una region R , entonces

el &rea de dicha region esta dada por
A= 1 j zdz
2 v

gue es la forma compleja de expresar dicha area
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Tabla de Derivadas

d

1- —(c)=0
dZ()

2.- iz”:ni“l
dz

3 ieZ:eZ
dz

4 iaZ:aZIna
dz

d :
5.- —Senz=cos :
dz

d :
6.- —C0Sz = —Ssen:
dz

7. itgz=se<§ y
dz

8.- icotz: -csé z
dz

9.- isecz: setgz
dz

10.- icscz: - cS@ cot
dz
11.- iIn z:1
dz
12.- ilogazzlog—"’le
dz Z
13.- isen’lz= !
dz 1-7
e et 0
dz 1-7°
15.- itan‘lz: 1




16.-

17.-

18.-

19.-

20.-

21.-

22.-

23.-

24.-

25.-

26.-

27.-

28.-

29.-

30.-

—cottz=-——
dz 1+ Z
—sectz= E

z wZ-1
icsc‘l 7=

dz zZ-1

d .

— senhz= cosh ;

dz

icoshz: senh;

dz

d

—tanhz= sechz
dz

d
—cothz=-cschi z
dz

d

—sechz=- seclz tank
dz

d

—cschz =- cscle cothe
dz

isenﬁl = =

dz 1+ 2
icosh‘lz: 1

dz 1+ 7

d _ 1
—tanhtz=———
dz 1- 7

d _ 1
—cothtz=——
dz 1- 7
isech‘lz: .
dz 1- 27

d _ -1
—cschtz=

dz 1+ 7
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Tabla de Integrales

n+1

1.-Iz“dz= Z . £l
n+1
2.- Cl—Z:Inz
y4
3.- Iezdz: e
4.- Iazdz: a
Ina
5.- jsenzdz—cos

6.- Icoszdz: sen
7.- Itanzdz:: Insec:z
8.- jcotzdz: In sen

9.- jseczdz: In(secz+ tanz
10.- I csczdz= In(cscz cotz
11.- Iseé zdz= tanz

12.- jcsc? zdz= - cotz

13.- jsecz tanzdz= sec

14.- j cscz cotzdz= — csc:
15.- Isenhzdz- cosh

16.- J'coshzdz: senh

17.- jtanhzdz: In coshz

18.- jcothzdz: In senh
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jsechzdz: tai" (senhz
jcschzdzz— cothi* (coshe
jsecﬁzdz: tanhz
J'cschzzdz: — cothz

23.- J'sechz tanledz= - sech

24.- j csch cottzdz= - csche

dz
25.- Im:|n(z+\/fi &)

26.-

27- | dz -1 n®E3

28.-

VA
= |
29 Iz\/a2+ an(a+ s 7

30.-

34 f\/mdz— v 21 é+—ln( #J 2= 3§
32.- I\/az—zz dzzgm+%2 se‘ﬁgz

e*’(asenbz bos b}
a’+b’

33.- J'eazsenbzdz

e**(acosbz+ bsenby
a’+b’

34.- I e” cosbzdz=
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