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1. Introduccién

El estudio de sistemas lineales de ecuaciones se encuentra fuerte-
mente vinculado a problemas de geometria analitica, asociados a la
interseccién de rectas, tanto en el plano como en el espacio. Si bien,
no se pondra el acento en esos asuntos, la lista de problemas anexos,
propuestos y resueltos, los incluye.

El apunte indicado en la referencia (1) (ver bibliografia), disponible
online, resulta adecuado para profundizar estos temas. Tampoco se
hara referencia a nociones como la de espaciio vectorial o cuerpo, por
ser éste un apunte de caracter basico.

En este breve texto, abordaremos, de una manera sucinta, la solucion
de sistemas de dos y tres incognitas, en el contexto no solo desde los
métodos algebraicos usuales, sino también de aquéllos emergidos del
algebra de matrices, lo cual incluye la introduccién del concepto de
determinante.

Una lista de cinco problemas béasicos complementa los contenidos de
este documento.

2.  Definiciones y Resultados Basicos

2.1. Matrices. Una matriz A, de n filas y m columnas (m,n € N),
es un arreglo de la forma:

ayp... Q15 ... Qim
i1 Q45 Aim,
Qpi... Apj ... QApm
de n x m elementos a;;, ¢ = 1,..,n, j = 1,...m, pertenecientes a

un conjunto K, (en nuestro caso K = R o C). Los elementos de K
reciben el nombre de escalares. A también se escribe como (a;;)nxm-
Al conjunto de tales arreglos (matrices de n x m sobre K) se le denota
por: M"™*™(K).

Definicién 2.1 (Suma de matrices). Sean A = ((aij))nxn ¥y B =
((bij))nxn € M™™(K). se define la suma de A y B como la matriz

A+ B = ((CLZ']' + b@]>))n><n € Mnxn(K)'



Claramente esta definicién solo es valida para matrices con un niime-
ro de filas igual al nimero de columas.

Definicién 2.2 (Producto de escalares por matrices). Sean A\ € K y
A e M (K). Se define el producto de \ por A como:

A = (Aaij)nxm c MnXm(K>

Definicién 2.3 (Igualdad de Matrices). Sean A = ((ai;))nxm Yy B =
((bij))nxm € M™™(K). Se dice que A es igual a B si y sélo si:

aZ] — bl]’ 7 = 1’ .“”[’L’ ] — 1, ,m

Definicién 2.4 (Producto de matrices). Sean A € M"*™(K) y B €
M™ " (K). Se define el producto AB (en ese orden) de ambas matrices
como la matriz C = (¢ij)nxr € M™"(K) definida por:

bll . blj Ce blr
b21 e bgj Ce bgr
bt - | bomg |- by
aijr Qi ... QAim
- 5 A 5
;1 Qi ... Qyp Cij - -
Ap1 Ap2 ... Apm

donde los elemento c;; estdn dados por medio de la siguiente expresion:
Cij = ailblj -+ aigbgj + -+ aimbmj, donde i = 1, ,n] = 1, T

Una manera mds eficiente de escribir lo anterior es utilizar la nocion
de sumatoria. En este caso:

m
Cij = E ik by
k=1



m

Aqui, el simbolo de sumatoria Z senala que se debe sumar todos
k=1
los productos de la forma a;;by; haciendo variar el indice k entre 1 y

m. Fso indica que para calcular c;; se deben fijar la fila © de la matriz
A (y recorrer sus columnas) y la columna j de la matriz B (recorriendo
sus filas), tal como indica el esquema mds arriba.

La definicion anterior implica que la multiplicaciéon entre dos matri-
ces A, B (AB) sélo estd definida para una matriz A cuyo nimero de
columnas sea igual al nimero de filas de la matriz B.

Definicién 2.5 (Matriz Identidad). La matriz identidad I = ((€;5))nxn €
M™"(K), estd definida como:

1... 0 0
1 0...1 .00 . 1 sii=3
I = , es decir eij—{o sii #
0... 0 1

Definicién 2.6 (Matriz Nula). La matriz nuila O = ((04))nxm €
M™™(K), estd definida como:

I = , es decir 0;;, =0,1=1,..,n, j=1,..,m.
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2.2. Propiedades.

i.- Asociatividad Si A, B y C son tres matrices para las cuales
sus productos AB 'y BC' estén bien definidos, entonces (AB)C' =
A(BC)

ii.- Distributividad por la izquierda
Si A, Be M™™(K)y C € M™™, entonces

C(A+B)=CA+CB e M"™(K)

iii.- Distributividad por la derecha
Si A, Be M™™(K)y C € M™" entonces

(A+ B)C = AC + BC € M™"(K)

iv.- Matriz Identidad
Sean I y A la matriz identidad y una matriz arbitraria, res-
pectivamente, ambas en M™*™(K), entonces:

TA=AI = A.

iv.- Matriz Nula
Sean O y A la matriz identidad y una matriz arbitraria, res-
pectivamente, ambas en M™*™(K), entonces:

O+A=A+0=A

Nota 2.7. Notar que, en general, el producto de matrices no es conmu-
tativo, es decir dadas dos matrices A, B arbitrarias, no necesariamente
se satisface la condicion AB = BA.

Supongamos que A € MV*(K) y B € M***(K). En este ejemplo,
AB € M™2(K), sin embargo BA no estd definido. Este, por supuesto,
no es el unico caso. Pueden existor matrices A, B de n X n para las
cuales, tanto AB como BA existen, pero AB # BA.

Veamos el siguiente caso:

(05 ) (1) -(5% 7).

sin embargo



2.3. Determinantes para matrices en M?**(K) y M3*3(K).

i.- Determinantes de matrices de 2 x 2

Si
ailz aig
A= ,
a1 Q22

se define su determinante como:

ail a2
|A| = a a = a11G022 — A12G21.-
21 22

ii.- Determinantes de matrices de 3 x 3
Si
bii bz b3
B = by by by,
b3i b3z a3

se define su determinante como:

bii bz bis
|B| = [ba1 bag bog| =
bz1 b3y bss

= b11b22bs3 + b12bazbsy + +ba1b32013 — (b31b22013 + b21b12bs3 + baabasbiy)

2.4. Propiedades de los determinantes. Sean A € M?*?(K) y
B e M¥3(K).

a.- Si se multiplica una fila o una columna de las matrices A y B
por un escalar A € K entonces |AA| = M\ A|, |AB| = A|B].

b.- Si una fila de las matrices A y B es miiltiplo de otra fila, entonces
|A| = 0y |B| = 0. Por otro lado, si |A| = 0y |B| = 0, entonces
al menos una de las filas o de las columnas de las matrices A y
B es multiplo de otra, en cada matriz.
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3. Matrices y determinantes. Sistemas lineales con dos y
tres incégnitas

3.1. Ecuaciones de 2 x 2. El siguiente es un sistema de ecuacio-
nes lineales con dos incégnitas x,y. Estudiaremos el caso en donde los
escalares aq1, 12, as1, G99, by, bo, pertenecen a R.

a11x + apy = bl (1)
a1 + ay = bs. (2)
Para encontrar sus soluciones (si las tiene), debemos encontrar los

valores de x,y que satisfacen el sistema. Para esto, multipliquemos
ambas ecuaciones de la siguiente forma:

an® + ajpy =by/ - axn (3)
an® + any = by/ - as. (4)

De esta forma, obtenemos:

a11G22% + @12G22Y = bragy (5)

A21012T + A22012Y = baay2 (6)

Restando ((6) - (5)):

(a11a22 - alzazl)iﬁ = biag — baais (7)

Si a11a12 — Q124921 % 0. Entonces:

biagy — baaia
T = (8)
Aa11G22 — Q12021
Analogamente, para obtener y, multiplicamos las ecuaciones origina-

les de la siguiente forma:

an® + apy =by/ - an (9)
a1 + asy = by/ - an (10)
a11021% + a12a21Y = brag (11)
210117 + a2a11y = baayy (12)

Sustrayendo ((11)-(12)), se obtiene:
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(a11a92 — @12a91)y = bragy — baays (13)

y = biag — baass (14)

a11G22 — A12G21

3.2. Matrices, determinantes y ecuaciones lineales con dos
incognitas. Sean:

A:<a11 CL12)’X:(931)7B:<51). (15)
a1 Q22 Ta ba
Las ecuaciones (1), (2) pueden ser recuperadas de la siguiente forma:

Ax — [ o r\ _ [ enrtany \ _ [ b — B, (16)
Qo1 A2 Y a1 + A2y by

en otras palabras:

an + apy = b

a21T + a22Y = bg.

En este punto, notemos que

by a ap; by
by ag as by
T=1——", Y= (17)
a1 a2 a11 Aa12
a21 A2 Q21 Q22
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3.3. Matrices, determinantes y ecuaciones lineales con tres
incognitas. Sean:

C11 C12 Ci13 xz dy
C=|ca cn c|, X=y |, D=| do (18)
C31 C32 (33 z ds

Sin pérdida de generalidad se asume que todas las entradas (elementos)
de las matrices C' y D, antes definidas, pertenecen al conjunto de los
reales.

Un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas puede ser
representado matricialmente de la siguiente forma:

11 C12 C13 x C11T + C12Y + C13% d;
CX = C21 Co2 C23 Y = | coa1® + Cooy + Ca3z = ds
C31 C32 €33 z €317 + C32Y + C33% ds
(19)
Es decir:

C11% + C12Yy + C132 = dl
Co1T + Coy + o3z = dy (20)
C31% + C32y + 332 = d3.

En este caso, bajo la condicién |C| # 0, el sistema tiene exactanente
una solucién en x e y, dada por:

dy o C13 ci1 dp C13 c11 ci2 di

dy coo C23 c12 do C23 c12 Caa do

ds c32 c33 ci3 d3 €338 Ci3 Co3 d3
p=10 0 = (21)

) y: 0~
Cl €l Cl
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4. Problemas

1.- Demostrar las propiedades de matrices y determinantes, dadas

en las subseciones 2.2 y 2.4.

2- Sean A € M*?(K), A € M*3(K), con |A| # 0, |B| # 0.
Encuentre matrices A € M?%(K), C € M*3(K), tales que
AA = AA =1,, CC = CC = I, donde I,, I3 son las matrices
identidad en M?*2?(K), M?3*3(K), respectivamente.

3.- Resolver los sistemas lineales de dos y tres incognitas dados en
este texto, usando las matrices A y B, soluciones del problema
2.

4-. Demostrar que las expresiones en (21), dada la condicién |C| # 0,
representan las soluciones del sistema de ecuaciones lineales en
(20).

5.- Indique, bajo qué condiciones, sistemas de ecuaciones lineales de
dos incognitas y de tres incognitas, tienene infinitas soluciones.
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