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1. Introducción

El estudio de sistemas lineales de ecuaciones se encuentra fuerte-
mente vinculado a problemas de geometŕıa anaĺıtica, asociados a la
intersección de rectas, tanto en el plano como en el espacio. Si bien,
no se pondrá el acento en esos asuntos, la lista de problemas anexos,
propuestos y resueltos, los incluye.

El apunte indicado en la referencia (1) (ver bibliograf́ıa), disponible
online, resulta adecuado para profundizar estos temas. Tampoco se
hará referencia a nociones como la de espaciio vectorial o cuerpo, por
ser éste un apunte de carácter básico.

En este breve texto, abordaremos, de una manera sucinta, la solución
de sistemas de dos y tres incógnitas, en el contexto no sólo desde los
métodos algebraicos usuales, sino también de aquéllos emergidos del
álgebra de matrices, lo cual incluye la introducción del concepto de
determinante.

Una lista de cinco problemas básicos complementa los contenidos de
este documento.

2. Definiciones y Resultados Básicos

2.1. Matrices. Una matriz A, de n filas y m columnas (m,n ∈ N),
es un arreglo de la forma:



a11 . . . a1j . . . a1m
...

... . . .
...

ai1 . . . aij . . . aim

...
... . . .

...
an1 . . . anj . . . anm


de n × m elementos aij, i = 1, .., n, j = 1, ...m, pertenecientes a
un conjunto K, (en nuestro caso K = R o C). Los elementos de K
reciben el nombre de escalares. A también se escribe como (aij)n×m.
Al conjunto de tales arreglos (matrices de n×m sobre K) se le denota
por: Mn×m(K).

Definición 2.1 (Suma de matrices). Sean A = ((aij))n×n y B =
((bij))n×n ∈Mn×n(K). se define la suma de A y B como la matriz

A+B = ((aij + bij)))n×n ∈Mn×n(K).
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Claramente esta definición sólo es válida para matrices con un núme-
ro de filas igual al número de columas.

Definición 2.2 (Producto de escalares por matrices). Sean λ ∈ K y
A ∈Mn×m(K). Se define el producto de λ por A como:

λA = (λaij)n×m ∈Mn×m(K).

Definición 2.3 (Igualdad de Matrices). Sean A = ((aij))n×m y B =
((bij))n×m ∈Mn×m(K). Se dice que A es igual a B si y sólo si:

aij = bij, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m.

Definición 2.4 (Producto de matrices). Sean A ∈ Mn×m(K) y B ∈
Mm×r(K). Se define el producto AB (en ese orden) de ambas matrices
como la matriz C = (cij)n×r ∈Mn×r(K) definida por:


b11 . . . b1j . . . b1r
b21 . . . b2j . . . b2r
... . . .

... . . . . . .
bm1 . . . bmj . . . bmr




a11 a12 . . . a1m
...

... . . .
...

...
... . . .

...
ai1 ai2 . . . aim
...

... . . .
...

an1 an2 . . . anm




...

... ↓ ...
...

−→ cij
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...


,

donde los elemento cij están dados por medio de la siguiente expresión:

cij = ai1b1j + ai2b2j + .....+ aimbmj, donde i = 1, .., n j = 1, ..., r.

Una manera más eficiente de escribir lo anterior es utilizar la noción
de sumatoria. En este caso:

cij =
m∑
k=1

aikbkj.
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Aqúı, el śımbolo de sumatoria
m∑
k=1

señala que se debe sumar todos

los productos de la forma aikbkj haciendo variar el ı́ndice k entre 1 y
m. Eso indica que para calcular cij se deben fijar la fila i de la matriz
A (y recorrer sus columnas) y la columna j de la matriz B (recorriendo
sus filas), tal como indica el esquema más arriba.

La definición anterior implica que la multiplicación entre dos matri-
ces A,B (AB) sólo está definida para una matriz A cuyo número de
columnas sea igual al número de filas de la matriz B.

Definición 2.5 (Matriz Identidad). La matriz identidad I = ((eij))n×n ∈
Mn×n(K), está definida como:

I =



1 . . . 0 . . . 0
...

... . . .
...

0 . . . 1 . . . 0

...
... . . .

...
0 . . . 0 . . . 1


, es decir eij =

{
1 si i = j
0 sii 6= j

Definición 2.6 (Matriz Nula). La matriz nuila O = ((oij))n×m ∈
Mn×m(K), está definida como:

I =



0 . . . 0 . . . 0
...

... . . .
...

0 . . . 0 . . . 0

...
... . . .

...
0 . . . 0 . . . 0


, es decir oij = 0, i = 1, .., n, j = 1, ..,m.
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2.2. Propiedades.

i.- Asociatividad Si A, B y C son tres matrices para las cuales
sus productos AB y BC están bien definidos, entonces (AB)C =
A(BC)

ii.- Distributividad por la izquierda
Si A, B ∈Mm×m(K) y C ∈Mn×m, entonces

C(A+B) = CA+ CB ∈∈Mn×m(K)

iii.- Distributividad por la derecha
Si A, B ∈Mm×m(K) y C ∈Mm×n, entonces

(A+B)C = AC +BC ∈Mm×n(K)

iv.- Matriz Identidad
Sean I y A la matriz identidad y una matriz arbitraria, res-

pectivamente, ambas en Mm×m(K), entonces:

IA = AI = A.

iv.- Matriz Nula
Sean O y A la matriz identidad y una matriz arbitraria, res-

pectivamente, ambas en Mn×m(K), entonces:

O + A = A+O = A.

Nota 2.7. Notar que, en general, el producto de matrices no es conmu-
tativo, es decir dadas dos matrices A,B arbitrarias, no necesariamente
se satisface la condición AB = BA.

Supongamos que A ∈ M1×2(K) y B ∈ M2×2(K). En este ejemplo,

AB ∈M1×2(K), sin embargo BA no está definido. Éste, por supuesto,
no es el único caso. Pueden existor matrices A,B de n × n para las
cuales, tanto AB como BA existen, pero AB 6= BA.

Veamos el siguiente caso:(
2 −1
0 3

)(
3 −1
1 0

)
=

(
5 −2
−3 0

)
,

sin embargo (
3 −1
1 0

)(
2 −1
0 3

)
=

(
6 0
2 −1

)
.
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2.3. Determinantes para matrices en M2×2(K) y M3×3(K).

i.- Determinantes de matrices de 2× 2

Si

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
,

se define su determinante como:

|A| =
∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

ii.- Determinantes de matrices de 3× 3

Si

B =

b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

 ,

se define su determinante como:

|B| =

∣∣∣∣∣∣
b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

∣∣∣∣∣∣ =

= b11b22b33 + b12b23b31 + +b21b32b13 − (b31b22b13 + b21b12b33 + b32b23b11)

2.4. Propiedades de los determinantes. Sean A ∈ M2×2(K) y
B ∈M3×3(K).

a.- Si se multiplica una fila o una columna de las matrices A y B
por un escalar λ ∈ K, entonces |λA| = λ|A|, |λB| = λ|B|.

b.- Si una fila de las matrices A y B es múltiplo de otra fila, entonces
|A| = 0 y |B| = 0. Por otro lado, si |A| = 0 y |B| = 0, entonces
al menos una de las filas o de las columnas de las matrices A y
B es múltiplo de otra, en cada matriz.
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3. Matrices y determinantes. Sistemas lineales con dos y
tres incógnitas

3.1. Ecuaciones de 2 × 2. El siguiente es un sistema de ecuacio-
nes lineales con dos incógnitas x, y. Estudiaremos el caso en donde los
escalares a11, a12, a21, a22, b1, b2, pertenecen a R.

a11x+ a12y = b1 (1)

a21x+ a22y = b2. (2)

Para encontrar sus soluciones (si las tiene), debemos encontrar los
valores de x, y que satisfacen el sistema. Para esto, multipliquemos
ambas ecuaciones de la siguiente forma:

a11x+ a12y = b1/ · a22 (3)

a21x+ a22y = b2/ · a12. (4)

De esta forma, obtenemos:

a11a22x+ a12a22y = b1a22 (5)

a21a12x+ a22a12y = b2a12 (6)

Restando ((6) - (5)):

(a11a22 − a12a21)x = b1a22 − b2a12 (7)

Si a11a12 − a12a21 6= 0. Entonces:

x =
b1a22 − b2a12
a11a22 − a12a21

(8)

Analogamente, para obtener y, multiplicamos las ecuaciones origina-
les de la siguiente forma:

a11x+ a12y = b1/ · a21 (9)

a21x+ a22y = b2/ · a11 (10)

a11a21x+ a12a21y = b1a21 (11)

a21a11x+ a22a11y = b2a12 (12)

Sustrayendo ((11)-(12)), se obtiene:
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(a11a22 − a12a21)y = b1a21 − b2a12 (13)

y =
b1a21 − b2a12
a11a22 − a12a21

(14)

3.2. Matrices, determinantes y ecuaciones lineales con dos
incógnitas. Sean:

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
, X =

(
x1
x2

)
, B =

(
b1
b2

)
. (15)

Las ecuaciones (1), (2) pueden ser recuperadas de la siguiente forma:

AX =

(
a11 a12
a21 a22

)(
x
y

)
=

(
a11x+ a12y
a21x+ a22y

)
=

(
b1
b2

)
= B, (16)

en otras palabras:

a11x+ a12y = b1

a21x+ a22y = b2.

En este punto, notemos que

x =

∣∣∣∣b1 a12
b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ , y =

∣∣∣∣a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ (17)
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3.3. Matrices, determinantes y ecuaciones lineales con tres
incógnitas. Sean:

C =

c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

 , X =

 x
y
z

 , D =

 d1
d2
d3

 (18)

Sin pérdida de generalidad se asume que todas las entradas (elementos)
de las matrices C y D, antes definidas, pertenecen al conjunto de los
reales.

Un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incógnitas puede ser
representado matricialmente de la siguiente forma:

CX =

 c11 c12 c1,3
c21 c22 c2,3
c31 c32 c33

 x
y
z

 =

 c11x+ c12y + c13z
c21x+ c22y + c23z
c31x+ c32y + c33z

 =

 d1
d2
d3


(19)

Es decir:

c11x+ c12y + c13z = d1
c21x+ c22y + c23z = d2
c31x+ c32y + c33z = d3.

(20)

En este caso, bajo la condición |C| 6= 0, el sistema tiene exactanente
una solución en x e y, dada por:

x =

∣∣∣∣∣∣
d1 c12 c13
d2 c22 c23
d3 c32 c33

∣∣∣∣∣∣
|C|

, y =

∣∣∣∣∣∣
c11 d1 c13
c12 d2 c23
c13 d3 c33s

∣∣∣∣∣∣
|C|

, y =

∣∣∣∣∣∣
c11 c12 d1
c12 c22 d2
c13 c23 d3

∣∣∣∣∣∣
|C|

, (21)
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4. Problemas

1.- Demostrar las propiedades de matrices y determinantes, dadas
en las subseciones 2.2 y 2.4.

2.- Sean A ∈ M2×2(K), A ∈ M3×3(K), con |A| 6= 0, |B| 6= 0.
Encuentre matrices Ā ∈ M2×2(K), C̄ ∈ M3×3(K), tales que
AĀ = ĀA = I2, CC̄ = C̄C = I3, donde I2, I3 son las matrices
identidad en M2×2(K), M3×3(K), respectivamente.

3.- Resolver los sistemas lineales de dos y tres incógnitas dados en
este texto, usando las matrices Ā y B̄, soluciones del problema
2.

4-. Demostrar que las expresiones en (21), dada la condición |C| 6= 0,
representan las soluciones del sistema de ecuaciones lineales en
(20).

5.- Indique, bajo qué condiciones, sistemas de ecuaciones lineales de
dos incógnitas y de tres incógnitas, tienene infinitas soluciones.
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