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1. Definiciones y Resultados Básicos

1.1. Triángulos Semejantes. Relaciones de Proporcionalidad.
Consideremos dos puntos M,N sobre el plano euclideano. La expresión
MN representará en lo que sigue, la magnitud del segmento de recta
que los une.

Fig.1

Claramente, los triángulos CAB, C ′A′B′, C ′′A′′B′′, con un vértice y
ángulo θ comunes, son semejantes entre śı. Por lo tanto sus lados son
proporcionales entre ellos. Dichas relaciones de proporcionalidad son
las siguiestes:

BC

AC
=
B′C ′

A′C ′
=
B′′C ′′

A′′C ′′

AB

AC
=
A′B′

A′C ′
=
A′′B′′

A′′C ′′

AB

BC
=
A′B′

B′C ′
=
A′′B′′

B′′C ′′

En este punto introducimos la noción de valor absoluto |x| de un
número real x, de la siguiente forma:

|x| =
{
−x si x < 0
x si x > 0.
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1.2. Razones Trigonométricas Fundamentales. Seno y coseno,
las razones trigonométricas básicas, se definen a partir de los ángulos
y catetos de un triángulo rectángulo, como el de la figura 2.
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�
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α

c

a

b

CC

senα =
b

c

cosα =
a

c

c =
√
a2 + b2 Fig.2

En efecto, las razones sealadas, al lado derecho de la figura, entre los
lados de este triángulo rectángulo, para el cual se satisface el teorema de
Pitágoras, definen tanto al seno (sen) como el coseno (cos) del ángulo α.
A partir de aquéllas es posible introducir la nociones de secante (sec),
cosecante (cosec), tangente (tg), cotangente (cotg) del ángulo α, de la
siguiente forma:

tgα =
senα

cosα
, cotgα =

cosα

senα
,

secα =
1

cosα
, cosecα =

1

senα
.

Es posible obtener una relación inmediata entre seno y coseno de un
ángulo por medio del teorema de Pitágoras:

sen2α + cos2α =
(a
c

)2
+

(
b

c

)2

=
a2

c2
+
b2

c2
=

c2︷ ︸︸ ︷
a2 + b2

c2
= 1.

De esta identidad sigue la siguiente:

sec2α− tg2α =

(
1

cosα

)2

−
( sen

cosα

)2
=

1

cos2α
− sen2α

cos2α

=
1− sen2α

cos2α
=

cos2α

cos2α
= 1.
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De forma similar se prueba que cosec2α− cotg2α = 1.
Esto permite escribir senα, cosα, en términos de tgα, cotgα, respec-

tivamente. En efecto,

sec2α =
1

cos2α
= 1 + tg2α,

es decir,

cos2α =
1

1 + tg2α
.

Finalmente

|cosα| = 1√
1 + tg2α

.

Análogamente, es fácil ver que:

|senα| = |tgα|√
1 + tg2α

.

Todas estas relaciones se denominan “identidades trigonométricas”.
Las identidades se encuentran definidas para todo ángulo α para el cual
se encuentren bien definida como elemento de los reales.

2. La Circunferencia Unitaria

Consideremos una circunferencia de radio 1 centrada en el origen del
plano cartesiano ( figura 3a).

Fig.3a
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Los triángulos OQP, OSR, TWO, OV T :

i.- Son Semejantes,
ii.- Son Rectángulos,
iii.-Poseen un ángulo en común.

Luego, usando las proporciones entre lados de triángulos semejantes
ya vistas, se obtiene:

senα =
PQ

OP
=
PQ

1
= PQ, cosα =

OQ

OP
=
OQ

1
= OQ.

tgα =
PQ

OQ
=
RS

OS
=
RS

r
=
RS

1
= RS.

cotgα =
OQ

PQ
=
OV

TV
=
WT

OW
=
WT

r
=
WT

1
= WT.

secα =
OP

OQ
=
OR

r
=
OR

1
= OR, cosecα =

OP

PQ
=
OT

r
=
OT

1
= OT.

Esto significa que, en plano cartesiano, las coordenadas de P, con
ángulo θ, sobre la circunferencia unitaria son (cosθ, senθ). Más aún: es
evidente que:

−1 ≤ cosα ≤ 1, −1 ≤ senα ≤ 1.

Fig.3b
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Los ángulos se miden en sentido opuesto al movimiento de las mane-
cillas de un reloj. Aún cuando el punto P, asociado al ángulo θ, queda
en la misma posición si lo rotamos en un ángulo 2π, es decir, a partir
del eje X estamos considerando un ángulo α + 2π., ambos ángulos,
evidentemente, no son iguales. En este caso se dicen “congruentes”.

Aśı, el punto P puede ser el resultado de un número arbitrario de
giros.

De esta forma, en un primer giro, se tienen los siguientes ángulos
notables (sentido contrario a las manecillas del reloj).

Fig.4
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3. Deducción de Propiedades

Con objeto de derivar otras identidades trigonométricas, deducire-
mos, por medio de argumentos geométricos, una expresión para el seno
de la suma de los ángulos α y β. Para esto, consideremos la siguiente
figura:

Fig.5

Notemos que

sen(α + β) =
BC

AC
=
BF + FC

AC
=
DE + FC

AC
=

=
DE

AC
+
FC

AC
. (1)

Por otro lado, para el triámgulo ADE se cumple que, senα = DE
AE
, es

decir: DE = AEsenα.
Análogamente, para el triángulo CFE se tiene que, cosα = FC

CE
, es

decir: DE = CEcosα.
Sustituyendo estos resultados en (1):

sen(α + β) =
DE + FC

AC
=
AEsenα

AC
+
CEcosα

AC

=
AE

AC
senα +

CE

AC
cosα. (2)

En el caso del ángulo β es fácil ver que:

senβ =
CE

AC
, cosβ =

AE

AC
. (3)

Sustituyendo (3) en (2) se obtiene, finalmente:
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sen(α + β) = cosβsenα + senβcosα (4)

Se deja propuesto probar que:

cos(α + β) = cosαcosβ − senαsenβ (5)

Usaremos (4) y (5) para probar que:

senα = −sen(−α), cosα = cos(−α) (6)

Para esto tomemos β = −α en ambas expresiones. Entonces

sen(α− α) = sen0 = 0 = senαcos(−α) + cos(α)sen(−α) (7)

cos(α− α) = cos0 = 1 = cosαcos(−α)− senαsen(−α). (8)

Si x = cos(−α), y = sen(−α), (7) y (8) se transforman en las
siguientes ecuaciones, de incógnitas x e y :

(senα)x+ (cosα)y = 0,

(cosα)x− (senα)y = 1.

Multiplicando la primera ecuación por cosα y la segunda por −senα,
se obtienen dos ecuaciones

(senα)(cosα)x+ (cos2α)y = 0, (9)

− (senα)(cosα)x+ (sen2α)y = −senα. (10)

La suma de (9) y (10) conduce a:

1︷ ︸︸ ︷
(cos2α + sen2α) y = −senα,

es decir:

y = sen(−α) = −senα.
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Reemplazando y en cualquiera de las ecuaciones ((9) o (10)), se ob-
tiene que

x = cos(−α) = cosα.

Por otra parte, usando la fórmula para el seno y el coseno de una
suma de ángulos se tiene:

sen(α + 2π) = senα

1︷ ︸︸ ︷
cos2π+ sen2π︸ ︷︷ ︸

0

cosα = senα.

cos(α + 2π) = cosα

1︷ ︸︸ ︷
cos2π− sen2π︸ ︷︷ ︸

0

senα = cosα.

Usando “inducción”(ver referencia [1 ]) es posible generalizar dichos
resultados:

sen(α± 2kπ) = senα, cos(α± 2kπ) = cosα, k ∈ N ∪ {0},
donde N es el conjunto de los números naturales.

4. Razones Trigonométricas de Ángulos Notables

Si α = π
4

en la figura 3a, el punto P divide al arco de circunsferencia
_

WS en dos mitades iguales. En este caso

OQ = sen
π

4
= PQ = cos

π

4
,

por lo tanto:

tg
π

4
= cotg

π

4
= 1.

Luego:

cos
π

4
=

1√
1 + tg2 π

4

=
1√
2
.

sen
π

4
=

tg2 π
4√

1 + tg2 π
4

=
1√
2
.

Consideremos un triángulo equilatero (tres ángulos de sesenta gra-
dos) con lados de longitud ` (ver figura 6).

Se baja la perpendicular desde uno de sus vértices, formando aśı dos
triángulos rectángulos de lados de longitudes `, `

2
, h, cada uno, dado

que la altura de un triángulo equilátero bisecta el ángulo definido a
partir de dicho vértice y divide en dos al lado que intersecta.
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Fig.6

Usando el teorema de Pitágoras, se obtiene que:

h =

√
`2 −

(
`

2

)2

=

√
3`

2
.

Por lo tanto,

sen
π

3
=

√
3

2
, cos

π

3
=

1

2
, tg

π

6
=
√

3.

sen
π

6
=

1

2
, cos

π

6
=

√
3

2
, tg

π

3
=

√
3

3
.

Finalmente, de la figura 3a, es claro que:

sen0 = 0, sen
π

2
= 1, senπ = 0, sen

3π

2
= −1, sen2π = 0.

cos0 = 1, cos
π

2
= 0, cosπ = −1, cos

3π

2
= 0, sen2π = 1.
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4.1. Gráficos y Tablas. Es claro que, de acuerdo a las definiciones
anteriores, los valores de senα, cosα, secα, cosecα, tgα, cotgα, son
positivos o negativos, dependiendo del cuadrante que se considere.

Con todos estos resultados ya es posible deducir los valores de senα
y cosα para valores importantes de α y bosquejar sus gráficos.

Cuadrante seno coseno tangente cotangente secante cosecante
I + + + + + +
II + - - - - +
III - - + + - -
IV - + - - + -

Tabla 1. Signos por cuadrantes

Fig.7
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Función 0 π
6

π
4

π
3

π
2

π 2π

senα 0 1
2

√
2
2

√
3
2

1 0 0

cosα 1
√
3
2

√
2
2

1
2

0 −1 1

tgα 0
√
3
3

1
√

3 ∞ 0 0

cotgα ∞
√

3 1
√
3
3

0 ∞ ∞
secα 1 2

√
3

3

√
2 2 ∞ −1 1

cosec α ∞ 2
√

2 2
√
3

3
1 ∞ ∞

Tabla 2. Valores importantes

Gráfico de senx

Gráfico de cosx

Fig.8
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Gráfico de tg x

Fig.9
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5. Problemas

Demostrar las siguientes identidades:

a.- tg(α + β) =
tgα+tgβ
1−tgαtgβ .

b.- sen2α = 2senαcosα.

c.- sen2α = 1−cos2α
2

.

d.- cos2α = 1+cos2α
2

.

e.- cosecα
1+cosecα −

1
senα = sec2α.

f.-
tgα−cotgα
1−2cos2α

= tgα + cotgα.

g.- senα
1+cosα + cotgα = cosecα.

h.- secα+1
secα−1 −

secα−1
secα+1

− 4cot2α = 4
1+secα .

i-
1+tg2

α

1+cotg2
α

=
(

1−tgα
1+cotgα

)2
j.-
[

1−senαcosα
cosα(secα−cosecα)

] [
sen2α−cos2α
sen3α+cos3α

]
= senα.

k.-
tg3

α

1+tg2
α

+
cotg3

α

1+cotg2
α

= secαcosecα− 2senαcosα.

l.- senα + senβ = 2senα+β
2

cosα−β
2
.

m.- cosα + cosβ = 2cosα+β
2

cosα−β
2
.

n.- sen(π
2
− α) = cosα, cos(π

2
− α) = senα.

o.- sen(π ± α) = ∓senα, , cos(π ± α) = −cosα.

Simpificar las siguientes expresiones:

a.- sen2α
tgα .

b.-
tg(π+α)

tg(π−α) .
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c.- sen2α(1+cosα)
1−cosα .

d.- cosα
tgα(1−senα)α .

Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a.- cos2x = senx, x ∈ [0, 2π]

b.- 2xcosx = 6sen3x, x ∈ [0, 2π]

c. cos2x− cos6x = sen5x+ sen3x.

d.

{
senx+ seny = 1

2x+ 2y = 1
en [0, 2π].

e.

{
senx = 2seny
x− y = π

3

en [0, 2π].

f.

{
4ysenxcosx = 2seny

2ycos2x =
√

3
en [0, 2π].
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