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1. INTRODUCCION

Este libro, compendio de los temas tratados en el curso de verano
Fundamentos de la Mecdnica Cudntica realizado en el Departamento de
Matematicas de la Universidad de La Serena, en el periodo comprendido
entre el 2 y el 13 de enero de 2017, esta dirigido principalmente a estu-
diantes de matematicas y fisica, tanto de pregrado como de postgrado y
también a alumnos de los ultinos anos de carreras de ingenieria con un
nivel de conocimientos previos relativamente alto en tépicos de analisis
real y algebra lineal. Su propdsito no es el de constituirse en un trata-
do acabado sobre el tema, sino que presentar de una manera simple y
abreviada la conexién existente entre el analisis funcional la teoria de
operadores y aquellos principios que fundan, desde el punto matematico,
la teoria cuantica no relativista.

Los capitulos 1 al 3 estan dedicados a presentar conceptos bésicos de
algebra lineal, incluida la representacién espectral de operadores linea-
les simétricos definidos sobre espacios vectoriales de dimension finita. El
capitulo 4 versa sobre espacios métricos en general, y espacios vectoriales
normados, de Banach y Hilbert. Los capitulos 5 y 6 estan dedicados a
la presentacion de versiones del teorema espectral asociadas a reprenta-
ciones integrales de operadores autoadjuntos acotados (simétricos) y no
acotados, definidos sobre espacios de Hilbert.

En los capitulos 7 al 12, son analizados, en el escenario matematico
antes descrito, los postulados basicos de la Mecanica Cuantica, las no-
ciones de observables y estados cuanticos, la ecuacion de Schrodinger, los
formalismos de primera y segunda cuantizacién, ademas de la descripcién
de sistemas de particulas en el contexto de dicha teoria fisica, incluyendo
su aplicacién ala teorfa tradicional de transiciones de fase (caso bosénico)

en el denominado limite termodindmico.
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2. PRODUCTOS INTERNOS SOBRE ESPACIOS
ARBITRARIOS

Definicién 2.1. Sea V un espacio vectorial sobre F (= R o C). Un

producto interno es una funcién (-,-) : V x V+——= R o C tal que:

sty solo si x = 0.

L |
L. (
3. (x,y) = (v.,x).
4.
5.

De estas propiedades es facil deducir

6. (x,\y) = A(x,y).

Definicién 2.2. Dos vectores X,y € V se dicen ortogonales con respecto

al producto interno (-,-) : V x VR o C:

(x,y)=0.

Ejemplo 2.3. Sea C" el espacio de vectores de n x 1 con componentes

complejas. Se denomina producto interno euclideo al siguiente:

<X7 Y> = Z i‘kyka
k=1

donde x = (1,22, .., Tn), X = (Y1,Y2, -, Yn), k =1, ..m.
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3. TOPICOS DE ESPACIOS VECTORIALES DE
DIMENSION FINITA

3.1. Vectores y valores propios.

Definicién 3.1. Sea A una matriz cuadrada de orden n. Un escalar
A € C se dice valor propio de A si existe si existe un vector x € C",
distinto de cero, tal que Ax = \x. El vector x se denomina vector propio

asociado al valor propio .

Definicién 3.2. Toda combinacion lineal de vectores propios de A aso-
ciados a un valor propio fijo \, es también un vector propio de A asociado
a dicho valor propio. Luego el conjunto generado por todas las combina-
ciones lineales no nulas de vectores, con el mismo valor propio, constituye
un subespacio vectorial de C"* al cual se denomina subespacio propio
asociado a \. Por otro lado, la dimension de dicho subespacio se deno-

mina multiplicidad geométrica de \

Proposicién 3.3. Sea A una matriz cuadrada de orden n y sea A € C".

Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. X es un valor propio de A.
2. El sistema homogéneo (A — A\ )x = 0 no tiene solucion unica.
3. La matriz A — A\l no es invertible.

4. p(A) =det (A— M) =0 (p(X\) : Polinomio caracteristico).

Definicién 3.4. El conjunto e los valores propios de A es llamado Es-

pectro de A y se denota por o(A).
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Puesto que p(A) es un polinomio de grado n, tiene a lo mas n raices y

por lo tanto, el espectro o(A) de A es un subconjunto finito de C.

Definicién 3.5. La Resolvente de A es el conjunto de los nimeros

complejos para los cuales A — NI posee una inversa. Se denota por p(A).

Definicién 3.6. El numero de veces que un valor propio \ de una matriz
cuadrada A de orden n se repite como raiz del polinomio caracteristico

se denomina Multiplicidad Algebraica del valor propio.
Claramente
p<>‘) - an}‘n + an—l)\n—l + ...+ al/\ + ap,

donde a; € C", j =0,..,n.

Proposiciéon 3.7. Dado dado el valor propio N\ de A, los conjuntos
ker(A—X) = {xe C": (A—XN)x = 0} yran(A — ) = {y €
C":3x € C", (A — A)x =y} son subespacios vectoriales de C™.

Proposicién 3.8. Sean € C y A € C un valor propio de A con vector

propio X, entonces:

1. BX es un valor propio de BA asociado al vector propio X.

2. \— [ es un valor propio de A— BI asociado al vector propio x = 0.
j—wveces

) L ——

3. M es valor propio de A7 = A-A-...- A asociado al vector propio
X.

4. Si q(x) es un polinomio, q(\) es un valor propio de q(A) asociado

al vector propio X.
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5. Si A es invertible, entonces X # 0 y A\~ es valor propio de A™*
con valor propio asociado X.
6. Sea A una matriz real y el vector propio X = X;+1iXs donde X1, Xy €

R™, entonces A es valor propio de A asociado al vector X = X1 —iXa.

Nota: Toda matriz cuadrada A de orden n tiene a lo més n valores pro-
pios diferentes. Por otro lado, la matriz A y su transpuesta A7 comparten
los mismos valores propios atin cuando los respectivos vectores propios

asociados pueden ser diferentes.

Proposiciéon 3.9. Valores propios de una matriz A de orden n, distintos
entre si, estdn asociados a vectores propios linealmente independientes

entre si.

Demostracion. Sea A una matriz cuadrada de orden n. Sean X1, Xy vec-
tores propios de A asociados a los valores propios de A1, Ao, respectiva-
mente. Suponganmos que A; # Ag. Sean 1,2 € C. Consideremos la

combinacién lineal
Bi1x1 + Boxa = 0.

Entonces
A(1x1 + Paxa) = P1Ax) + PoaAxs = S1 X + Padaxs = 0.

Multiplicando S1x1 + Box2 = 0 por Ay sigue que:

A21X1 + AgBexp = 0.

Restando a este resultado 1 A1x1 + B2 Aoxo = 0, se obtiene:

()\2 — )\1)B1X1 =0.
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Como A\; # Ay v X1 # 0 se concluye que 7 = 0. De esto sigue inmediata-

mente que f; = 0. Luego, x1, X5 son, entre si, linealmente independientes.

O
3.2. Diagonalizacién de matrices.

Definicién 3.10. Dos matrices A y B de orden n se dicen Semejantes

si existe una matriz P de orden n, invertible, tal que B = P~*AP.

Teorema 3.11. Sean las matrices A y B de orden n semejantes, enton-

CES:!

1. A y B tienen el mismo determinante.

2. A y B tienen el mismo polinomio caracteristico.

3. A y B tienen los mismos valores propios.

4. S1x es un vector propio de A, asociado al valor propio \, entonces

P~'x es vector propio de B asociado al vector propio \.

Demostracion. Supondremos conocidas todas las propiedades basicas de
los determinantes.
1. B = P7'AP, entonces det[B] = det[P~!] det[A] det[P]. Recordan-
do que det[P~'] = (det[P])™", obtenemos que det[B] = det[A].
2. det[B—\I] = det[P~(A—\I)P] = (det[P])"" det[A—\I] det[P] =
det[A — M.
3. (2) implica que A y B tienen los mismos polinomios caracteristicos,
luego poseen los mismos valores propios.
4. Si x es un vector propio de A, asociado al valor propio A, entonces

Ax = Mx. De aqui, P"'APP~'x = P~')\x. Es decir,
(P_IAP) P'Ax = BP 'x = AP 'x.

Luego P~'x es vector propio de B asociado al vector propio \.

OJ
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Definicién 3.12. Una matriz A de orden n se dice Diagonalizable si

resulta semejante a una matriz diagonal D, es decir, existe una matriz

P invertible tal que D = P~ AP,

Vale la pena destacar que toda matriz simétrica A es diagonalizable.Los

valores propios de A constituyen los elementos de la diagonal de D.

Teorema 3.13. Una matriz A de orden n es diagonalizable si y solo si

admite n vectores propios linealmente independientes entre si.

Demostracion. =) Sea A diagonalizable, es decir, existe P invertible tal

que D = P7YAP, con

A0 ... 0
0 X 0
D =P AP =
0 O An
Entonces,
(A 0 ... 0] B
0 X ... O 0 Ao 0
AP=PD=P | . | =1[Ch]Cy|..| G ,
0 0 An 0 0 An

donde Cj, i = 1,..n representan las columnas de la matriz P. Entonces

A[C1Col.1Ca] = M CLAC oo AnCra],

es decir,
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Asi, para cada i = 1, ..n, C;, como columna, es vector propio de la matriz
A con valor propios asociado A;. Como P es invertible, todas sus columnas
son linealmente entre si, luego lo son como vectores popios de A.

<) Consideremos el conjunto {x1, Xs, .., X, } de n vectores propios lineal-
mente independientes de la matriz A de orden n. Sea P la matriz cuyas

columnas estan constituidas por dichos vectores, es decir:

P = [x1|xa]..|%5].

Luego
AP = [)\1X1|)\2X2|..’)\nxn].
Sea, o
YAl
pi=|”
ZTL
donde los zj;,j = 1,..n representan filas. En este caso, los vectores x;

aparecen como matrices de n x 1 y los vectores z; como matrices de
1 x n. Por lo tanto, como matrices, el producto z; - x; representa una
matriz de 1 x 1, es decir un escalar. Como P! es la inversa de P es facil

verificar que:

0 sii#j
1 sii=j

Por lo tanto:
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7, A0 ...00

Zo 0 X ... 0
P71AP = ) [)\1X1|/\2X2|--|>‘nxn] = | . .. T D.

z, 0 0 ... A\,

Inmediatamente podemos concluir de los resultados anteriores que si
una matriz cuadrada de orden n tiene n valores propios distintos, entonces
es diagonalizable. Por otra parte una matriz sera diagonalizable si para
cada valor propio se cumple que su multiplicidad algebraica coincide con

su mutiplicidad geométrica.

Definicién 3.14. Sea C' una matriz cuadrada de orden n, se define e©
de la siguiente forma:
eC =

= C
2

Ejemplo 3.15. Sea A una matriz cuadrada,de rango n, de entradas cons-

tantes, diagonalizable. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales:

dx(t) ,
— =X (t) = Ax(t)

x(0) = xg

cont € R.

En este caso, existe P invertible, tal que A = PDP~'. Ademds
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[ 21 (1)] 2 ()] (A 0 ... 0]

ot xh(t 0 X ... O
x(t) = ) , X(t) = ) , D=

_xn(t)_ _x;(t)_ 00 .o A

De esto sigue que:

P7X/(t) = DP'x(t).

Como P! tiene entradas constantes P~'x'(t) = (P~'x(t))", luego colo-

cando u(t) = P71x(t), el sistema de ecuaciones se transforma en:

d‘;—f) — W/(t) = Du(t)
u(0) = P 'xg
cont € R. Aqui
[y (1)) [ ()
atry = || wiy - |
ol (1),

Luego se tiene el sistema de n ecuaciones diferenciales dado por:

wi(t) = Nui(t), i=1,.n

u;(0) = [P™'xq);

cont € R, donde [P~'x|; es la i— ésima componente del vector P~1xq.
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La solucion es trivialmente:

ui(t) = NP 'xql;, i=1,..n.

Escrito en forma matricial, el resultado es el siguiente:

uy (t) et 0 ... 0
uo(t) 0 e ... 0
=P 'x(t)=| o | P 'xo.
Un(t) 0 0 ... e\t
Finalmente, podemos despejar x(t) y determinar la solucion del problema
original:
eMt 0 0
0 et 0
x(t) =P P 'xq
0 0 ernt
Notemos que etit = i AT Asi,
eMt 0 0 AP0 0
0 et 0 © ym | 0 AP 0 i 4m pm
m=0 m m=0 m
0 0 et 0 O A
Por lo tanto,
=~ tmD™ ~ tmPDm P
t)="P P 'xg = ———— | xo.
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Pero,

m—Uveces
A

-~

PD™P~ ' =[PDP'|-.[PDP '] = A™

Esto conduce al siguiente resultado:

ot A™
x(t) = Z | X0 = exq.
m=0 '

Definicién 3.16. Dos vectores x1,Xs € R™ se dicen ortogonales entre s,

si satisfacen la siguiente condicion:

T
x;x2 = 0.

3.3. Productos internos sobre R".
Teorema 3.17. (-,-) es un producto interno sobre R™ ssi
(x,y)=x"Ay,

para todo par de vectores x,y € R", donde A es una matriz simétrica

cuyos valores propios son estrictamente positivos.

Demostracion. =) Sean B = {e;}}_;, (-,-), una base y un producto in-
terno sobre R"™, respectivamente. Sean x,y € R", tales que admiten las

siguientes representaciones con respecto a la base B :

n n
X = E Ti€;, Y= E Yi€;
i=1 i=1
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con z;,y; € R siendo ¢ = 1, ...n. En este caso:

<X7 Y> = Z »Tiyj(ei,ej) = Z TiYiC 5,

ij=1

ij=1

13

donde «; ; = (e;, e;). Considerando en este caso que (e;,e;) = (e;, e;) se

obtiene o ; = ;. Luego, la matriz cuadrada A dada por

Q11 (19
Qo1 22
A=
Qp1 Ap2
resulta ser simétrica.
Lo anterior implica que:
T
(x,y) =x Ay.

Q1n

Qop

Oénn

Ya que A es simétrica sabemos que tiene n valores propios asociados

{A1, A2, ..., \n}, con posibles repeticiones. Sean {v;}" ; los vectores pro-

pios respectivos (# 0).

<Vi, Vz‘> = V;»TAVi = VZT/\Z'VZ' = )\Z'V;TVZ' > 0.

Por lo tanto, todos los valores propios deben ser positivos.

<) Supongamos que

(x,y) =x" Ay

con A una matriz simétrica (A = AT). Ya que el producto interno entre

dos vectores es un escalar, se obtiene que

(y,x) =yTAx = (x"ATy)" = (x,y).

Por otro lado

(x,x) = x’ Ax.
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Ya que A es simétrica, es normal, es decir existe una matriz invertible P

que satisface P~! = PT| tal que
A= PDP"

donde D es una matriz diagonal, formada con los valores propios \; >

0, i=1,..n de A (A es ortogonalmente diagonalizable). Por lo tanto,
(x,x) =x'Ax = x' PDP"x = (PTX)T DP"x = (y, Dy),

cony = PTx.

n
Seay = Z y;€;. Asi, se obtiene:
i

(x,x) =y"Dy =Y yi\; >0,

=1

ya que \; >0, i =1,...n, es decir
(x,x) > 0.

Finalmente,

(x,x) =0

implica que Z y?\i = 0. De esto obtenemos que y; =0 = 1,..,n, o sea
i=1
y = 0. Ya que x = (PT)_1 y = (PT)Ty = Py = PO, concluimos que

x=0.

0

3.4. Productos internos sobre C".

Definicién 3.18. Una Involucién * sobre el espacio vectorial M,,(C)
de las matrices cuadradas de orden n defindas sobre el cuerpo de los

complejos es la siguiente funcion



MARCO CORGINI VIDELA 15

* : Mp(C) — M, (C)
A A" = (A)".
De la misma manera se puede definir
x: C"— C"
z+— 7" = (z)"
Definicién 3.19. Dos vectores z1,zo € C" se dicen Ortogonales entre
st, con respecto al producto interno euclideano, si satisfacen la siguiente
condicion:

zZ9 = 0.

Proposicién 3.20. Si la matriz cuadrada A es hermitica, entonces:

1. Todos sus valores propios son reales.
2. Los wvectores propios asociados a distintos valores propios son or-

togonales.

Demostracion. Recordemos que matricialmente z € C" es una matriz de

n X 1. Luego z* es una matriz de 1 x n.

1. Sea A un valor propio de A con vector propio x # 0. x*A x =
Mx*x = (x*A x)" = Ax*x. De esto sigue que (A — \)x*x = 0 =

A = \. Luego, A es un nimero real.

2. Sean xi, Xp vectores propios de A asociados a los valores pro-
pios Ar, Ao distintos entre si. xIA xo = \oxixy = (x5 Axy)" =

>\1XTX2 = ()\1 — )\Q)XTXQ =0= XTXQ = 0.
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Teorema 3.21. (-,-) es un producto interno sobre C" ssi

(x,y) =x"Ay,

para todo par de vectores X,y € C", donde A es una matriz hermitica,

es decir A = A* cuyos valores propios son estrictamente positivos.

Las propiedades validas para productos internos en R™ son, salvo los
cambios indicados, equivalentes a aquéllas que pueden derivarse en C™.

Su demostracién se deja como ejercicio al lector.

Ejemplo 3.22. Sea A una matriz simétrica de orden n, con n vecto-
res propios {vi, va,..,v,}, linealmente independientes entre si y valores
propios asociados {1, A, .., \p }, diferentes entre si. El subespacio propio
generado por el vector propio v;, asociado al valor propio \; se denota
por Vy,, 1 =1,..,n.

Se puede demostrar que existe una matriz P, invertible, tal que:
A=PDP™,

donde D es la matriz diagonal, construida a partir de los valores propios
de A. De acuerdo a un resultado anterior, sabemos que todos los vectores
propios resultan ser ortogonales entre si.

En este caso P = [vi|va|..|v,], es decir, sus columnas son los vectores
vi

T
v
propios de A. Se puede demostrar que P~! = ?

S

Por lo tanto:
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)\1 0o ... 0 V{
0 )\2 Ce 0 Vg
A = [vi|va|..|vy]
0 0 Ao | | VE
vi
VT n
= [>\1V1|...|>\nvn] .2 = Z )\iViVZT.
. i=1
\a

Las matrices cuadradas de rango n, P\, = v,vl i=1,.., n, tienen las

70

siguientes propiedades:

i P)\iP)\j = Onxn S ) 7éj
ii. P} =P,

Demostremos (i). Py, P, = (ViV} )(v;v]

T T T
i )

[viv])) = vil(vv)v)

vi(éijva) = Oxn Ya que v;, v, son ortogonales entre si por ser i # j.

) =vi(v

n

Demostremos (ii). Sea u = Z 7ivi. Entonces:
i=1

Py, (u) = Py, (Z %’W) = VjVjT (Z %‘Vz‘)
i—1 i—1

n n n
T T
= E %‘(VjVj Vi = E %‘Vj(Vj Vi) = E Vividi; = Ajvj,
i=1 i=1 i=1
entonces

P)\Qj (u) = P)\j (u) = )\jV]’.
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Por estas razones, las matrices Py,, j = 1,..,n se denominan Matri-
ces de Proyeccién. En general son la representacién matricial de los

denominados Operadores de Proyeccion.

Estos resultados conducen a la siguiente representacién de la matriz A

(Descomposicién Espectral) inicial:

A= i )\Z'ViViT = i )\ZP)\Z
=1 =1

Haciendo uso de las propiedades de los operadores de proyeccién es

faci demostrar por induccién que:

A™ = Xn: AT P .
=1

Esto puede ser generalizado al caso de cualquier polinomio q(A) de orden

finito de A. En ese caso,

a(4) = > a(\) Py

Ejemplo 3.23. Sea S una matriz simétrica definida sobre R". Sea {x, .., X, }
una base de vectores propios de S con valores propios, distintos entre si,
dados por el conjunto {\i,...,\,}. Sea ademds un el producto interno
(, ), respecto del cual todos esos vectores propios resultan ortogonales y
satisfacen la condicion (x;,x;) =1, i=1,..,n.

Derivaremos la representacion espectral de la matriz S usando dicho
producto interno.

Sea x € R", tal que

n
X = E ;X
=1
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Usando la ortogonalidad de los vectores, es facil ver que

6

jy X E o7 X],XZ = Q5.

X

Py, (%)
Sx = ZO(ZSXZ = Z (x;,x) Ax; = Z/\ X;, X) X .
i=1

En otras palabms

=1

Verifiquemos que Py, (-) = (X;,-) X; es un operador de proyeccion sobre
el subespacio generado por el vector propio X; asociado al valor propio \;,

al cual denotamos por Xj,.

Sea x € R"™, arbitrario.

eX .

7

———
Py (x) = Py (P ((x)) = Py, ({xi, %) x;)

1
——

= (x5, X) (X;,%X;) X; = Py, (%).

Sean i # j.

Py (P (x)) = Py, ((x5,%) x5) = (x5,%) (x;,%;) x; = 0.
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3.5. Productos internos sobre espacios de dimensioén finita. Sea
V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo K (R o C) y
B = {vi,...v,} una base de él. Se define la funcién lineal ¢ : V — K"

de la siguiente forma:

a

n (05}
v=YlavieV, ek i=ln—ov)=v=|"| ek

i=1

[ On | B

Teorema 3.24. (-,-) es un producto interno sobre V si y sdlo si

(v, w) = (6(v))" A p(w),

para todo par de vectores v,w € V., donde A es una matriz hermitica con
entradas en K, es decir A = A*, cuyos valores propios son estrictamente

Positivos.

Demostracion. <= ) La demostracién es trivial, se deja al lector.

= ) Notemos que ¢ es biyectiva, luego existe ¢!, tal que

a

a2

¢—1 . — qb—l({,) —v = Zaivi.

[ 9] 5
Sea (-,+) un producto interno sobre V. Demostraremos primero que la
forma bilineal
(0,9) = (¢~ (@), ¢ (V)
representa un producto interno sobre K". Todas las propiedades de pro-

ducto interno son faciles de probar.
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(G,9) = (¢ (@), ¢~ (1)) =0.
Ya que (-,-) es un producto interno sobre V, lo anterior implica que
¢~1(1) = 0y. Pero ¢! es lineal y biyectiva, entonces 1 = Ogx.
De esta forma. ya que (+,-) es un producto interno sobre K" sabemos

que
(0,v) = (0)" Av = (¢~ ' (1), ¢~'(¥))
para alguna matriz hermitica con valores propios positivos dada.

Sean uj, u; € V vectores arbitrarios. Entonces

u = (¢ o) (), uy= (¢ o¢)(uy).

Por lo tanto,

(i, u) = (07" 0 9)(w), (67" 0 9)(u2)) = ($(w))" A ¢(uz).
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4. ESPACIOS METRICOS Y NORMADOS

4.1. Espacios métricos y normados.

Definicién 4.1. Dado un conjunto X distinto de vacio, un espacio métri-
co es un par (X, d), donde la funcion d : X x X — R" satisface las

siquientes propiedades.

1. d(a,b) =0 si y solo si a =b.
2. d(a,b) = d(b,a), Va,b € X. (Reflexividad)
3. d(a,b) < d(a,c)+d(c,b), Va,b,c € X. (Desigualdad Triangular)

En este caso d se denomina Métrica sobre X.

Definicién 4.2. Sea un espacio métrico (X,d). Una sucesion {a,}nen

se dice Sucesiéon de Cauchy en X si:
Ve >0, IN € N : d(ay, an) < €, cuando m,n > N.

La convergencia se denota en forma abreviada a, — a.

Definicién 4.3. Sea Y un subconjunto de un espacio métrico (X,d).
Una sucesion {a,}nen CY se dice Convergente si eziste a, no necesa-

riamente en Y, tal que:
Ve >0, IN € N: d(a,,a) <€, cuando n > N.

En este caso a se denomina Punto Limite o Punto de Adherencia

de Y.
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Definicién 4.4. Sea Y un subconjunto de un espacio métrico (X,d).
Al conjunto de sus puntos limites se le denomina Adherencia de Y y
se le denota por Y'. La Clausura o Cerradura de Y es el conjunto

Y=YUY'" SiY =Y sedird que Y es un Conjunto Cerrado.

Definicién 4.5. Un espacio métrico (X,d), se dice Completo si toda

sucesion de Cauchy {an}nen converge en X, con la métrica d.

Definicién 4.6. Un conjunto D C (X, d) se dice Denso en X si

Va € X ,3{ay}tnen C D : a, — a.

Definicién 4.7. Un espacio métrico (X, d) se dice Separable si eziste

D C (X,d) denso y numerable en é€l.

Definicién 4.8. Dado un espacio vectorial V, de dimension arbitraria,
sobre un cuerpo K (R o C) la funcién || - || : V x V— RTU{0} con las
siguientes propiedades.

L. ||x]| =0 siy sélo six =0, Vx €.

2. ||Ax|] = |A] ||[x]|; Vx € V. (Reflezividad)

3. x4yl < |IxI|+ llyll, Vx,y € V (Desigualdad triangular)

se denomina Norma sobre V. En este caso, V se dice normado. Si V
es ademas completo con respecto a dicha norma, se dice Espacio de

Banach.
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Proposicién 4.9. Sea || - || una norma sobre el espacio vectorial V. La

funcion || - || : V x V +—— R* definida por

d(x,y) =[x = yl|

es una métrica que satisface:

L. dx+2z,y+z) =dXxYy), Vx,y,z € V. (Invarianza frente a trans-

laciones)

2. d(Ax, \y) = [Nd(x,y), Vx,y € V, y A € K. (Homogeneidad)

Proposicién 4.10. Sea (-, -) un producto interno sobre el espacio vecto-

rial V. Entonces:

1. El producto interno induce una norma sobre V dada por
Ix/ = /(%) x € V.

2. La siguiente desiqualdad se cumple

[ Goy) [ < [IXlllyll, %,y €V,

(desigualdad de Cauchy-Schwartz)

Demostracion. Demostraremos la proposicién (2). Consideremos A € C

con |[\| =1y tal que
Ay, x) = [{y,x) .

Claramente basta escoger A\ = %
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Sea z = a\y — X, a € R, entonces:
1z||* = (a\y + %, a)ly +x) > 0.

Desarrollando esta expersion se obtiene:

(y,y) o + 2R[(x,y)]or + (x,%) = lyl[*e” + 2R[(x, y)]a + |x|[* > 0.
Por otro lado R[(x,y)] < | (y,¥y) |- Asi,
ly[I7e” + 2] (x,y) o + [|x|[* > 0.

Esta es una inecuacién de segundo grado en a que se cumple sélo si su

discriminante es menor o igual a cero, es decir:

| (=, 3) [* = [y [I*[Ix]]* < 0.

4.2. Operadores lineales en espacios vectoriales normados.

Definicién 4.11. Sean V, W espacios vectoriales normados sobre el
cuerpo K, con normas || - ||y, || - ||w, respectivamente. Sea T : D(T) C
Vi— R(T) CW, donde D(T') y R(T) representan el dominio y el reco-
rrido del operador. T se dice Operador Lineal si satisface las siguientes

propiedades:

1. Tx+y)=Tx)+T(y), Vx, y € D(T),
2. T(Ax) = \T(x), A e K, € D(T).
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Definicién 4.12. Al conjunto de los operadores lineales definidos de

V +— W se le denota por L(V, W).

Notar que L£(V, W) es un espacio vectorial con la suma y el producto

escalar usual de operadores.

Definicién 4.13. Un operador lineal T € L(V, W) se dird Acotado si

existe un nimero ¢ > 0 tal que para todo x € D(T) se cumple que
1T w < e[|y

Al conjunto de los operadores acotados definidos de V en W se le denota

por BV, W).

Notar que B(V, W) es un subespacio vectorial de L(V, W).

Definicién 4.14. Con las definiciones anteriores y suponiendo que T' es

acotado, se define la Norma del Operador T como

Tl = sup [IT(x)[lw-
x€D(T),x#0

Se deja al lector verificar que || - ||, asi definida, es una norma en el

espacio B(V, W).

Definicién 4.15. Un operador lineal T : V —— W, donde V, W son es-
pacios normados, con normas ||-||v, ||-|lw, respectivamente, se dird Con-

tinuo env €V si

Ye>0,36>0
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tal que

|T(v) —T(u)|lw <€, cuando, ||v—ul|ly <J, ue V.

Proposiciéon 4.16. Todo operador lineal acotado T : V —— W donde
V, W son espacios normados, con normas ||-||v, ||-||lw, respectivamente,

es continuo en V.

Demostracion.
| T(v) = T(u)lhy < ||T]| [[v —ul]y.
O

Ejemplo 4.17. Sea C|0, 1] el espacio de las funciones continuas sobre el

intervalo [0,1] con la norma

= 3 t)l.
||| %8‘,}5’95()'

Sea T : C[0,1] — CJ[0,1] el operador dado por

T(x)(t):/o K(t,7)x(T)dr,

donde K es una funcion de dos wvariables, continua sobre el cuadrado
cerrado y acotado [0, 1] x [0,1]. Entonces se tiene que:

1. T es lineal.

2. T es acotado.
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Demostracion. Se demostrard (2). Ya que K es continua sobre el conjunto
cerrado y acotado J = [0, 1] x [0, 1] alcanza su méximo y su minimo en
dicho conjunto, es decir, existe Ky > 0 tal que |K(¢,7)| < Ky para todo
(t,7) € J. Entonces:

T
7)) LTl
ITi=  sup — ep [
z€C[0,1], z£0 | ]| z€C[0,1], 2£0 tem[gﬂf |2(1)]
Pero,
|</ | K (t,7)||z(T |dT<K0/ |z (T |dT<K0II1[aX |z (7))

€lo,1

Luego:

IT]] < Ko.

Es decir, T es un operador acotado.

Ejemplo 4.18. Sea X el espacio vectorial normado de todos los polino-

mios sobre [0,1] con la norma dada por

- telo,1].
ol = mix (o). ¢ [0,

Sea la funcion Ty definida de X en si mismo, dada por

1. T es un operador lineal sobre X.

2. T} es no acotado.
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Demostracion. Demostraremos (2). Sea z,(t) = t", n € N. Claramente,

[ln]l =1,y
Ty (z,) = 2, (t) = nt" 1.

Asi,
T3 ()| = 1,

(T ()l|/Vall) = n.

Ya que n € N es arbitrario, esto muestra que no existe un ntmero fijo

¢ > 0 tal que (||T1(zn)||/||zn]]) < c. Luego Ti es no acotado. O

Ejemplo 4.19. Sea H = L*(R) donde
L*(R) = {f:R»—)R:/|f]2dx<oo}.
R

En este caso se define la siguiente norma, denotada por || - ||12(w), sobre

L*(R) :

1/2
1l = ( / | f|2da:) |

Esta norma estd inducida por el siguiente producto interno sobre L*(R) :

9wy = [ F(0) - la)da, Vh. € PR,

Sea D(T3) = {f € L*(R) : [y |z f|*dz < 0o} . El operador posicion se

define como:



30 FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA MECANICA CUANTICA

T, : D(T) — L*(R)
f(@) — T(f)(z) = zf(x).
Es claro de la definicién de D(T3) que To(f) € L*(R), Vf € D(T).

Luego T5 esta bien definido.

Para cada n € N definamos la sucesiéon de funciones en ‘H dadas por:

4 sixe[0,n]
falz) = vr )
0 sixzé¢|0,n].

Es facil verificar que || f,||r2r) = 1. Entonces:

I Tol| > (IT2(fo)ll 2@y /N full @) = T2 (fu)ll2@) = -

P

Por lo tanto, T5 no es un operador acotado.

Ejemplo 4.20. Sea H = L*(R) y D(T3) = S(R) donde S(R) es el
espacio de las funciones tales que ellas y todas sus dervivadas convergen

a cero mds rapidamente que cualquier polinomio. es decir, f € S(R) ssi

es infinitamente diferenciable y

|sup2*DP f ()| < 00, a,B € NU{0}.

z€R

Se define
Ts : D(T3) — L*(R)

d*f(z
£@) = 1)) = - T pa,
FEs obvio que Tj es lineal y estd bien definido pues si f € D(T3) entonces

T3(f) € D(T3) C L*(R).
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Denotemos por ¢, las funciones de Hermite dadas por

G
on(x) = (2"n) 2 (—1)n e I

En este caso ||gnllr2r) = 1, (@ns Om) ey = 0, sin #m yT(pn) =

(2n+1)p,. Mds ain, {, tnen constituye una base ortonormal de L*(R).

Por otro lado,

1T5]1* = | T5(en)llr2@) = /R(% + 1%, ()dz = (2n+ 1)*[onllram)

= (2n +1)%

Por lo tanto T3 es no acotado.

4.3. Espacios de Hilbert.

Definicién 4.21. Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial dota-
do de un producto interno, Banach y separable con respecto a la norma

mducida por éste.

Definicién 4.22. Sean x,y dos puntos de un espacio de Hilbert H. Si
(x,y) =0, diremos que x ey son ortogonales, lo cual se escribird como
x L y. Sea M un subconjunto arbitrario de H. Si x es ortogonal a todo
elemento de M, diremos que x es ortogonal a M, y escribiremos x | M.
Sea N un subconjunto arbitrario de H. St x 1L M para todo x € N,
entonces diremos que N es ortogonal a M, lo cual se denotard como N L
M. Se denotard como M+ al conjunto de todos los elementos ortogonales
a M. Dicho conjunto se denominard a dicho con junto el Complemento

Ortogonal de M.
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Definicién 4.23. Un conjunto de vectores {x; € H}ien se dice Orto-

normal s:

<Xi7 Xj> :07 SZZ?éj,y HXZH = 17 Vi € N.

Definicién 4.24. Dado un operador lineal T : D(T) C H —— H se
define

D(T*) = {2’ € H; 3y tal que (Tx,z') = (x,y'), Vo € D(T)}
y se denomina Adjunto de T al operador T definido por

T =y .

Proposicién 4.25. T* estd bien definido (es decir y' es inico) si y sdlo

st D(T) es denso en H.

Definicién 4.26. Un operador lineal T : D(T) C H —— H se dice
simétrico si

(Tz,y) = (z,Ty), Y,y € D(T).

Definicién 4.27. Un operador lineal T : D(T) C H —— H se dice
Autoadjunto si es simétrico y D(T*) C D(T'). T se dice Densamente
Definido en H si D(T') es denso en H.

Definicién 4.28. Un conjunto numerable de vectores {x; € H}ien se
dice Base de H si todo x € ‘H puede escribirse como combinacion lineal

de vectores de él.
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Definicién 4.29. El Grafico I'(T') de un operador lineal T (no necesa-
riamente acotado ) es el subconjunto del espacio de Hilbert HxH definido
por

[(T) = {(z,Tx), Yz € D(T)}.

Diremos que T es cerrado ssi T'(T) es un subconjunto cerrado de H x H.

Teorema 4.30. (Del Grdfico Cerrado) Sean X,Y dos espacios de Ba-
nach y T : X — Y un operador lineal. Entonces T es acotado ssi I'(T)

es cerrado en X X'Y.

Corolario 4.31. (Hellinger-Toepliz) Sea un operador lineal T : mathcal D(T') C
H +—— H, para el cual D(T) = H. Supongamos que

(Tf,9)=(f,Tq),V f,g € H=T es acotado.

Demostracion. Por el teorema del grafico cerrado basta probar que I'(T)
es cerrado. Sea (x,,T(z,)) una sucesién en I'(T") que converge a (x,y).
Se debe demostrar que (x,y) pertenece al I'(T), es decir y = T'(z).

Para z € H se tiene, por continuidad del producto interno respecto
de sus argumentos, y la hipdtesis del teorema, (z,y) = T}Lngo (z,T(x,)) =

nlggo<T(Z>’x"> = (T(z),x) = (2,T(x)). Entonces:

(z,y —T(x)) =0.

Dado que z € H es arbitrario, y dado que el tinico vector ortogonal a

todo H es el vector Oy, se tiene que:

y—T(x) =0y, esdecir y=T(z).
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5. TEORIA ESPECTRAL DE OPERADORES ACOTADOS

Definicién 5.1. Se nota como B(H) al espacio de los operadores lineales

acotados definidos del espacio de Hilbert H en si mismo.

Definicién 5.2. Sea T' un operador en B(H). Un nimero complejo A
pertenece a la Resolvente de T, p(T'), si T — X posee una inversa
acotada. Si A ¢ p(T) se dird que X\ pertenece al espectro de T, al cual
continuamos denotando por o(T). Ademds se denota Rx(T') al operador

inverso de T — NI, (T — \I)~ L.

Problema 5.3. Sea T un operador en B(H). Probar que

1. Si Ay € p(T'), entonces todo X € C que satisface
A= Xof < [[Rx (DI,

pertenece a p(T).

2. R\(T) existe y es un operador acotado si |\| > ||T||. Ademds

(T — X))t = —i I+n§:1 G)n

Problema 5.4. Sea T' un operador en B(H). Se define el operador e

de la siguiente forma:

Probar que

[le” ]| < el
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6. TEOREMA ESPECTRAL PARA OPERADORES NO
ACOTADOS

Definicién 6.1. 1. Sea By la 0— dlgebra de los subconjuntos de Borel
de R y sea B(H) el conjunto de los operadores acotados sobre el Hilbert

H. Una medida de proyeccion es una funcion
E BR — B(H)

que satisface:

i. Para cada B € Bg, el operador E(B) es una proyeccion ortogonal

sobre algun subespacio cerrado de H. Esto es
E*(B) = E(B) y E(B) = E*(B).

ii. E(¢) =0y E(R) =1.
iii. Si {Bp}nen €s una sucesion de conjuntos de Borel disjuntos dos a
dos, entonces,
N
E(UyX B,)=s— lim E(B,) (limite fuerte)

N—oo
n=1

iv. E(Bl N BQ) = E(Bl)E(BQ), \ Bl,BQ S B]R.

2. Dada una medida de proyeccion E y una funcion de Borel (no ne-

cesariamente acotada, se define el operador

7 [ gdE,

de la siguiente forma:

o) = {p e s [1Aale B | <o

<¢,/9(A)dE(A)90> = /g(A) (p,dE)) -
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Teorema 6.2. (Teorema Espectral) Se verifica la siguiente relacion 1—1

entre operadores autoadjuntos A y las medidas de proyeccion Ey,

A= / AdE).
o(A)

En este caso, los operadores no son necesariamente acotados. Mas ain,
esta representaciéon, extension de resultados andlogos para operadores
simétricos en espacios vectoriales de dimension finita ya vistos, permite
definir funciones continuas de operadores autoadjuntos no acotados, tales

como su exponencial, cuestiéon de gran importancia en lo que sigue.
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7. MECANICA CUANTICA

7.1. Generalidades. La mecanica cuantica es un modelo fenomenologi-
co, principalmente matematico, de la realidad del mundo a escalas muy
pequenas [52].

A ese nivel, las particulas se comportan como corpusculos y también
como ondas (cada funcién de onda representa un estado posible para la
particula), dependiendo de la situacién objetiva o experimental a la que
se enfrenten, lo que hace que su dinamica sea radicalmente diferente a la
que describe la mecanica clasica en el caso de fenémenos de mayor escala
(macroscopicos).

Si a nivel macroscopico la posiciéon y la velocidad de un objeto pueden
ser medidas en general con bastante precision, en forma simultanea, a ni-
vel cudntico, sélo podemos conocer el valor probable de que una particula
se localice en una regién determinada del espacio o que tenga una velo-
cidad dada. Mas aun, si conocemos su posicion con bastante exactitud,
tendremos una gran incertidumbre en su velocidad y viceversa. Es lo que
se conoce como el principio de incertidumbre de Heisenberg, pilar de la
teoria cuantica.

Por otro lado, el llamado principio de exclusion de Pauli (Wolfgang
Pauli, 1900-1958. Fisico austriaco) elimina la posibilidad de que dos elec-
trones se encuentren en el mismo estado cuantico. Esto se traduce en
el hecho que los estados asociados a estas particulas queden representa-
dos por funciones de onda antisimétricas. A entidades fisicas con estas
caracteristicas se les denomina fermiones.

A aquellas particulas a las cuales les estd permitido encontrarse si-
multaneamente en un estado determinado, sin importar su ntmero, se
les llama bosones, siendo las funciones de onda asociadas de tipo simétri-

cas.
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Bajo condiciones adecuadas, cuando se trata de sistemas de muchas
particulas libres o interaccionando a nivel cuantico, ese comportamiento
especial (corpusculo-onda) puede traducirse, en el caso de los bosones,
en manifestaciones macroscopicas observables, como es la superfluidez de
ciertos tipos de helio, fenémeno vinculado a su tendencia a asimilarse a un
determinado estado —el fundamental o de més baja energia (ground state)
en el sistema— a muy bajas temperaturas (CBE), tal cual se mencioné en
una seccién anterior.

En el caso de la superconductividad de algunos materiales, dos electro-
nes se juntan para formar los denominados pares de Cooper, los cuales
se comportan como bosones.

Por otro parte, la fisica nuclear o productos tecnolégicos como el mi-
croscopio electrénico, basado en el denominado efecto tunel, se sustentan
en los principios de la mecanica cuantica.

Esta teoria se sustenta en uno de los sistemas axiomaticos més bellos y
sorprendentes. Soportada matematicamente en el andlisis funcional y la
teoria de operadores, da cuenta de la naturaleza corpuscular y ondulatoria
de las particulas atomicas y elementales.

En general, las teorias fisicas clasicas debieran, a nivel de escala mi-
croscopica (a partir del nivel atémico), tener un correlato cuantico. El
proceso que permite transitar desde lo macroscépico a lo microscépico
se denomina cuantizacion, siendo uno de los criterios de consistencia el
denominado lfmite cldsico. Este establece que si partimos de la teoria
clasica A y el proceso de cuantizacién nos conduce a la teoria cuantica
q(A), dicho limite debe hacer posible el transito desde q(A) a A.

La teoria electromagnética cudntica es, en este sentido, consistente,
pues el paso al limite mencionado conduce efectivamente a la teoria de

Maxwell clésica.
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Sin embargo, en tal paso al limite clasico pueden presentarse correccio-
nes que nos son perceptibles en nuestro mundo macroscopico habitual,
en donde los efectos relativistas tampoco son sensibles.

El formalismo denominado primera cuantizacion, en el caso de siste-
mas con escaso numero de particulas, consiste basicamente en sustituir
las variables de posicion y momento en las funciones clasicas, que repre-
sentan energias también cldsicas, por ciertos operadores adecuados —au-
toadjuntos— representativos de lo que se denominara observables fisicos,
definidos sobre un espacio matematico abstracto, cuyos elementos descri-
ben los estados posibles a los cuales puede acceder el sistema (espacio de
Hilbert). En este caso, dicho formalismo permite determinar el valor es-
perado o esperanza estadistica de que cualquiera de los observables fisicos
de interés en el sistema se encuentre en un estado admisible. Asi, si en
mecanica clasica la energia toma un valor especifico dado, medible con
exactitud razonable, en el caso de la mecanica cudntica el conjunto de
las mediciones de la energia como observable es un valor estadistico, que
dependera del estado al cual el sistema se encuentra asociado.

En este caso, dos observables fisicos se diran incompatibles si no son
simultaneamente determinables, tal como sucede en el caso de la po-
sicion y el momento descritos. Esto se traduce en que los operadores
autoadjuntos que los representan no conmutan entre si, a diferencia de
las variables clasicas representativas de la mecanica de Newton. La sor-
prendente consecuencia de esto y del formalismo matematico descrito es
que el principio de incertidumbre puede ser derivado, mateméaticamente,
en forma inmediata de tales hechos.

En la naturaleza los procesos cuanticos, inherentes a procesos que se

desarrollan a niveles atomicos y subatémicos, involucran la intervencion
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de un nimero variable de particulas. Este es el caso de las distintas
interacciones en la naturaleza.

Recordemos que para un campo clésico (electromagnético, gravitacio-
nal), la intensidad con que éste interacciona con objetos bajo su radio
de accion depende del punto del espacio donde éstos se encuentren. En
otras palabras, la intensidad del campo toma un valor determinado en ca-
da punto del espacio, siendo su variacién, de un punto a otro, de caracter
continuo.

Sin embargo, en la teoria cudntica de campos que describe procesos de
interaccién de éstos con particulas a nivel cuantico, la transmision de fuer-
zas queda mediada por la creacion y absorcion permanente de particulas
virtuales denominadas portadoras de fuerza y su intensidad determinada
por la densidad de las mismas en el espacio. Por este motivo, el forma-
lismo matemaético a través del cual es posible describir tales procesos es
la denominada sequnda cuantizacion, fundada en la introduccién de los
denominados operadores de creacién y aniquilacién de particulas, defi-
nidos sobre el llamado espacio de Fock —que representa sistemas de un
nimero indeterminado de particulas— en términos de los cuales deben ser
expresadas las ecuaciones de campo respectivas.

Cabe senalar que la mecanica cudntica sirve para describir no soélo las
interacciones electromagnéticas, sino ademas las denominadas interaccio-
nes fuertes, responsables de las fuerzas nucleares, y las débiles, asociadas
al decaimiento radioactivo.

En todos estos sentidos, este modelo es tremendamente exitoso. Mas
aun, la fisica de particulas tedrica y experimentalmente ha dado cuenta
de la existencia de la mayoria de las particulas elementales que median

o que hacen posible dichas interacciones.
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7.2. Conceptos basicos. Los postulados bésicos de la mecanica cuanti-

ca son los siguientes:

1. Los estados de un sistema cuantico estan definidos por elementos de

un espacio de Hilbert H.

2. Los observables fisicos quedan representados por un algebra de ope-
radores autoadjuntos actuando sobre H o sobre un subconjunto densa-

mente definido sobre él.

3. La energia del sistema se encuentra representada por un operador

autoadjunto H.

4. La evolucién temporal del sistema viene dada por la acciéon de un

grupo unitario representado por el operador e~ sobre los estados del

sistema, es decir, el sistema evoluciona en un tiempo ¢ desde el estado ¢

al estado v, del siguiente modo ¢ = e~*#Htp,

7.3. El principio de incertidumbre. Con estos simples supuestos

es posible definir el valor esperado

A~

Ep(X) = <907 X90>H

de las medidas fisicas realizadas sobre un observable X dado, donde (Y

es el producto interno asociado a H.

A

2(X) de las medidas para un obser-

Consecuentemente la dispersion o7

vable fisico arbitrario X en el estado @ es:

~

Ui(X) = ]ESO(X - Ecp(X))Q = Eso(XQ) ~E3(X).
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Teorema 7.1. Sean A, B dos observables con el mismo dominio de defi-
nicion en H, que no conmutan entre si, es decir: [A, é] = AB—BA # 0,

entonces,
o A 1 ~ A
0,(A)0,(B) 2 5 |Ey([4, B])].

Demostracion. Definamos el estado ¢ = Gy, donde G = A + iAB con
A € R. Se tiene que:

P = ((A+iAB)p, (A+irB)g)
- <<p, (A—MB)(A+MB)¢>H
= E,(4%) + NE,(B?) +iXE,([A, B)]) = g(\) > 0.

Es facil ver que Ew([fl, B)]) debe ser un nimero complejo puro y que

la funcién g(A) alcanza un minimo en Ay dado por:

A = —
2E,(B?)
Mas aun: AP
o ES([4, B)])
Xo) = By (A%) + —————— >0,
o) =B, (A 4 =T
es decir:

E,(A)E,(B) > — (A, B))) = {E,([4, B)P

Como los operadores A y B son arbitarios pueden ser sustituidos por
A—E,(A)y B—E,(B) (éstos satisfacen la misma regla de conmutacién
que los operadores originales) en la tltima desigualdad. Esto conduce a

la demostracion inmediata del teorema.
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8. PRIMERA CUANTIZACION

8.1. Primera cuantizacién: el oscilador arménico. Los llamados
métodos de primera cuantizacién permiten construir modelos de una
particula dentro del formalismo de la mecanica cuantica a partir de la
descripcion clasica del espacio de fases de ésta. Por ejemplo, en el ca-
so de un oscilador arménico unidimensional simple, cldsico (sobre el eje
real), las coordenadas canodnicas son, en una dimensién, la posicién q y
el momento p.

p? | mwiq?

La funcién H(p,q) = &

representa la energia de dicho sistema.
2m 2

En el caso mecénico cudntico, los estados del sistema (oscilador cuanti-
co arménico simple), denotados por ¢, son elementos de S C H = L*(R),
donde S es el espacio de Schwarz de funciones infinitamente diferenciables
y rapidamente decrecientes en R, denso en L?(R).

Si ¢ es un vector unitario, es decir ||¢||* = (¢, ©) 12wy = 1, enton-
ces |¢|* = @@ representa la densidad de probabilidad de encontrar la
particula en una regién dada de la recta real.

En este caso, la cuantizacién canodnica corresponde a la realizacion de
las siguientes sustituciones: p — P, q — Q, donde los operadores P y
Q estan definidos por:

“ d R
Py = —ih—(’p, Qp = 1
dx

y satisfacen las reglas de conmutacién siguientes:
[Q, Plp = QPp — PQp = ihp y P = P*p, Qp = Q"p, para todo

¢ € S, donde el asterisco indica el adjunto del operador respectivo.
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De esta forma, si m es la masa de la particula, la energia de este sistema

viene dada por el operador:

H= E + mw2@2.
2m 2

Por otro lado, las esperanzas de estos observables en el estado ¢ quedan

definidas por las siguientes expresiones:

Ecp(p) = <907 ]390>

Ew(@) = <¢7Q¢>

R) = fR 90{—25%}@03%

: = fR predr.

L2(

L2(R

Asi, el teorema anterior conduce a la desigualdad (Principio de Incer-

tidumbre de Heisenberg):

0,(P)oy(Q) >

Ejemplo 8.1. Los operadores de spin (en las direcciones de los ejes

ortogonales x,y, z) para dos fotones en su representacion matricial son

las siguientes:

. 01 . 0 —i . 1 0
S, = .S S
10 i 0 0 -1

N>

T

(10+,Z = ) SO—,Z = Yy
0 1

Oip = \% Py = \% N respectivamente.
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Se puede verificar facilmente que estas matrices satisfacen las siguien-

tes reglas de conmutacion:

8., 8.] = —ihS, £0,

es decir se trata de observables incompatibles entre si. Luego de acuerdo

al teorema (7.1):

R N 1 AoA
00(52)05(52) 2 SIE([Se, 5:2])] > 0,

donde el producto interno es el usual definido para vectores de R2.

9. ECUACION DE SCHRODINGER

9.1. Caso unidimensional. La evolucion en el tiempo de un sistema
unidimensional viene dada por la denominada Fcuacion de Schraodiinger,

dada por la expresion.

L O0p(z,t) - S
ih 5 = Hop(z,t), H——%ﬁ%—V(x)

Para encontrar su solucién se asume que ésta es del tipo:

plx,t) = @)Y (x).

ot B2 dy
€0t 2mpdi? + V(z) = cte.

11— — J—

Luego, la siguiente es la Ecuacién de Schrodinger unidimensio-

nal, independiente del tiempo.
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h? d? ~
——7S0 +V(z)p=Hp = Ep.

En el caso en que V(z) = V = cte, se obtiene la ecuacion:

h? d?*¢
MY (E- _0.
5 gz T (E - V())e=0

Debemos considerar dos casos:

1. E—V >0= ¢(z) = Ae*® + Be~*2 donde A, B son constantes

yk=/232(E-V).

2. E—V <0= ¢(x) = Ae"™ + Be ™, donde A, B son constantes y

Ejemplo 9.1. Consideremos el operador de energia siguiente:

H= 4 +V(z): D(H) — L*([—a,a))
- 2mda? ' T

donde

D(H) = {p € C*[~a,d] C L*([~a,a]), con p(~a) = ¢(a) = 0}

V() 0 silz|<a
xr) =
+oo silz| >a

Para demostrar que H = H* y D(H) = D(H*), basta notar que
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a a

<I:]g0, ¢> = / —"p = — {(@'@b + oY), +/

w(—w”)} - <s0, ﬁ*¢>
Es claro que el potencial infinito determina las condiciones de borde.

Aqui, la ecuacion de Schrodinger se puede escribir como una ecuacion

ordinaria de sequndo orden, de coeficientes constantes:

2mFE
72

d2
—¢+k2¢:0, k* =

dx?

7/1(95) = Alekx + AQQiikx = Blek(x*a) + BQefik(mfa).

Usando la condicion de borde ¢(a) =0 :

1/](0') = Bl + BQ =0= Bl = —B2 = @/}(m) = Bl (ek(x—a) _ e—ik’(x—a)) .

Asi:

() = 2iBy sin(k(x — a)) = Csin(k(z — a)).

Por otro lado considerando que ¢¥(—a) = C'sin(—2ka)) = 0, se deduce
que 2ka = nm, n=1,2,3,.. es decir se obtiene el siguiente conjunto de

energias:
h2m?

E, =
8ma?

n?, n=123 ..

Considerando la condicion de normalizacion
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9l = / " O sin(k(e — a))dr = 1,

—a

se obtiene |C| = % Entonces:

Un(x) = Lsin (m(m - a)> :

Lo anterior se puede reescribir de la siguiente manera:

\/%5 cos(55(r)) sin=1,3,5,..
V() =

\/La sin(5r(z)) sin=2,4,6,..

10. SEGUNDA CUANTIZACION

10.1. Segunda cuantizacion: el oscilador armoénico. Los opera-

dores af, @ son definidos como:

Q>

oL /mwQH iP o1 /@Q—z‘ iP
_\/§ h Vmwh |’ _\/5 h mwh |

Introducimos ademés el operador 7 = a'a.

3

S
g
“U>}
o |~

Analogamente se puede demostrar que:
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1. I
aal = —H + .
a wh +2
Por lo tanto:
N hiw I
(6,6 =aa' —ala=1y H:M&T&+7[:m(A+§)

La expresién anterior para H en términos de los operadores af, a se

denomina, Segunda Cuantizacién del operador.

Busquemos vectores y valores propios de los operadores n y H.

Asumamos que existe al menos un vector propio de n en H. Denomi-
nemos a su valor propio respectivo A. Esta no es una suposicion trivial
ya que hay muchos operadores que no poseen vectores propios en H. Sea

¢ el vector propio, entonces:

nex = APy

Aplicando n :

n(agy) = (a'a)agy = (ad' — Naga = (A — Daox.

Luego, agy = 04 0 a¢p, es un vector propio de n con valor propio A — 1.
Supongamos que efectivamente se verifica que a¢, es un vector propio
de n con valor propio A — 1. Podemos definir ¢,_; := a¢,. Repitiendo el

analsis anterior con ¢,_; se obtiene que:

Gr2 = Gady = G* Py
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es el vector nulo de ‘H o un vector propio de n con valor propio A — 2. De

esta forma se obtiene una secuencia de vectores:
A
Qﬁ,\,m =a ¢,\, m = O, 1,2,

los cuales son vectores propios de 7 con valor propio A—m si ¢y_,, # Ox.

Por otro lado,
a(a'ey) = (A + 1)alpy.
Por lo tanto, ¢y.; := af¢y es cero o un vector propio de # con valor

propio asociado A + 1. Verifiquemos que ¢y1 # 0.

Supongamos que a¢y = 0, entonces
lafea)[I* = (aT¢x, alpn) = (or ador).

= (pr,dTag2) + (92, dr) = |[agal]® + [|oa]]* > 0,

ya que ¢y # 0.

Entonces, ¢)41 es siempre vector propio de n con valor propio A + 1.
Repitiendo el proceso anterior, se obtiene la sucesion de vectores propios
de n, ¢ris, s = 0,1,2..., con valores propios asociados A\ + s, todos

distintos de cero.

Determinemos ahora cuando los ¢,_,, pueden ser cero. Notemos que:

(Dr-s: 1Pr=s) = (A = 8)[or-sl I,

<¢A—S7ﬁ¢A—s> = <¢)\—57 &Td¢k—s> = ||d¢)\—s||2-
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Ya que la norma es no negativa de las— dos igualdades anteriores se

obtiene:

~ 2
- —HWHHQ > 0.
|| dr—s]l

Luego, debe existir un numero finito de vectores propios ¢,_, lo que

A— 8

significa que debe existir ¢ tal que agpy = 0.

El vector ¢y es un vector propio de n con valor propio cero. Ya que

o = atag, = ato = 0.

Se definen ahora las los vectores normalizados:

b0 = do/l|¢ol|, o1 = Crd' o, ..., o = C(@h) ™o

De las consideraciones anteriores, se sabe que los ¢,, son vectores pro-
pios de n con valor propio m. Las constantes (), son escogidas de tal
modo que los ¢, se encuentren normalizados. Se deja al lector demostrar

que

De esta forma, el procedimiento puede ser sintetizado de la siguiente
forma.
Se aplica a ¢ el operador af, consecutivamente, con objeto de obtener

un sistema de vectores y valores propios de n, dados por

1
Om = a"pg, m=0,1,2, ...,

Vm!
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respectivamente. Estos vectores propios se encuentran normalizados por
construccién y son ortogonales entre si debido a que son vectores propios

de un operador hermiteano con diferentes valores propios, es decir,
<¢ma ¢m/> = 5m,m"
Asi, el conjunto {¢,, }>°_, es una base ortonormal de H.
Los operadores af, @, denominados Operadores de Creacién y Ani-

quilacién de Particulas, respectivamente, actian sobre el vector ¢,,

de la siguiente forma:

dT¢m =vm-+ 1¢m+17 d¢m =vm— 1¢m—1-

Finalmente, de acuerdo a los resultados obtenidos, el operador
. hw I
H:hwdT&Jr?I:hw (ﬁ+§) ,

satisface:

- 1
Ho,, = hw (m—i— 5) Om, para m =0,1,2, ...

10.2. Segunda cuantizacién. Bosones. Sea A; C R? el cubo defini-

do como:
Al:{l‘: ([El,..,l'd) GRdZO<ZE1 <l,..,0<l’d<l},

y sea

H' = L*(A).



MARCO CORGINI VIDELA 53

Sea S' = —/\ un operador autoadjunto sobre H' con espectro discreto
0=12Ey<I?E <I?E, <
y funciones propias normalizadas {¢;} satisfaciendo

—%Aﬁbk(ﬂﬁ) =1 Eyoi(z)

bajo condiciones de frontera adecuadas. En este caso, {¢;} constituye
una base de L?(A;) y representa un conjunto de estados posibles para un

sistema constituido por una particula confinada en A;.

Consideremos ahora un sistema de N-particulas encerradas en la re-
gion A;. Un estado del sistema queda representado por una funcién

U(xy, ..., zy) € L*(A)) construida a partir del conjunto de funciones

{\II(I?])} donde

N
\Ilﬁ( )(];17 ceey ill'N) = ®§'V:1¢kj (a:j)?
y K = {ki, ko, ..., kn}. Este constituye una base ortonormal en el espacio

de Hilbert ™) = @ H! dotado del producto escalar (-, -}, dado

por:
N
N
(i O =Tk, &) 1200 -
7j=1
siendo (-, -)z2(a,) €l producto interno usual definido sobre L?*(A;) =

H!. Cada uno de estos productos internos induce las correspondientes

normas que denotaremos por ||« ||zt ¥ || - ||zv. en el caso de H! y HNH

respectivamente.

Se define el Espacio de Fock F(#H!) como:

F(H) = @i
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El producto interno y la norma sobre F(H!) quedan dados por las

expresiones:

(U, ®) 5 = vO0O N (g oWy,
J=1

12117 = 121 + D 112 [0

J=1
siendo @ = (& &M &) ) con &) € HW) J e N. Por comodi-

dad se hard eventualmente, uso de la notacién F en lugar de F(H').

Sea ¢ € H unitario. Se definen los operadores bt (¢) : HNL — N+
y b(¢) : HWH — HV =D pyor

BT(QD)\II({];),..,M} =VN+19p® ¢ ® - @,

y
B(@‘I’gl),,,,m} = VN($, p1)ur @ - - @,
siendo \I/f{],jl)wkN} = 1 ®--Roy. Es facil demostrar que ambos operadores

son no acotados con respecto a la norma de operadores definidos sobre
subespacios de F(H') dada por la expresién

||A]| = sup |[AP|| 7.
WEF(HY)| ]| =1

Sea HEBN)’I el subespacio de ™) consistente de funciones simétricas
(Sistema de Bose).
Las funciones en HEBN)’Z pueden ser escritas usando la base ortonormal

N : o : .
{\1153 I)(} de funciones simétricas generadas a partir de ésta de acuerdo a

N 1 N
(SNWE ) (@1, .y zy) = =i > PO, w),

) Pecon
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donde S¥ representa el operador de simetrizacién y oy es el grupo de

permutaciones de N elementos, es decir, si P € oy se tiene
PN (2, ..., TN) = w(N)(:L’pl, ey Ty )-

En otras palabras
1 N
N
(SEUpx(wn, e an)) = 55 D P 0, ().
P J=1

M4és atn {\Dg\f}((xl, ...,xn} forma una base ortonormal de ’Hgl).

El conjunto {|Nk)} donde

N g

’NK> = HU Nk ‘ B,{k17-~7kN}

constituye la asi llamada base niimero de ocupaciones la cual es un con-

junto completo de funciones propias en ’HfBN)’l.

Siendo H%’l =Cy Sp = ®F_,55 el espacio de Fock bosénico (simétri-

co) Fp(H!) se define como:

(1) Fp(H') = Sp(FH)) = oF_oHy " .

Usando los operadores BT((D) y B(qb) antes introducidos es posible definir
sobre Fp(H') los operadores

if(¢;) : HO = HET a(y) - HEO = 4D

(Operadores de Bose de Creacién y Aniquilacién de Particulas),

donde los ¢; pertenecen a una base ortonormal de H!, de la siguiente
forma: dT(¢]) = SBbT<¢j)SB, d(¢]) = SBb(¢])SB

Estos operadores satisfacen las reglas de conmutacion

(2)  ale) , a'(e))] = alg:)al(¢;) — al(¢)al(es) = (di, d;)2 655
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Se definen ademaés los operadores
(3) i(¢;) = al(¢i)a(d), N =3 a(9;):
j>1
El primero se denomina operador de niimero asociado al estado ¢; y el

segundo es el operador de niimero total para el cual se tiene que,

(4) N (@1, zy) = NUY (@, zy).

En lo que sigue adoptaremos la notacién dj», a;, n; por a'(¢;), alg:), (),

respectivamente.

Nos ocuparemos ahora de la representacion de operadores en el espacio
de Fock simétrico. A este proceso es al que llamamos Segunda Cuantiza-
cion.

Si A, = An(wiy, Tiy, ..., ;, ) €s un operador que representa la interaccion
en un sistema de n— particulas, entonces su accién sobre el espacio H V)

viene dada por la expresion:

AgN) = Z A(ZL‘Z‘I,I‘Z‘Q,...,I%).

1<in ig,eyin <N

El operador A, que actiia sobre F(H') se denomina Segunda Cuan-
tizaciéon del Operador A%N) si su acciéon sobre dicho espacio queda

determinada de la siguiente forma:
(AnFp (M) = A

Considerando que el conjunto de funciones {\IJSBN[)(} es denso en ’HSBN)’Z

se obtiene que:
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(N) — (V) (N) gy (V) (N) .
qu B,K < BK>A \DB,L>,H<N>J <\IJB,L7 >H<N)’l-
K,L

Por 1ultimo, esta expresion y el hecho que:

Ny _ (N)
\IJB,K = \I,B Akarkakgy kg ko, ko }
1

. ko Nig at (b Ni, () (V)
= W(( F( o)) M (@1 (B1,)) 2 (@ (o, ) Vo Q)

siendo Ny, + Ny, +...+Ni, = Ny Q= (1,0,0,0,....) (vector vacio), con-
duce a que la restriccién del operador A, a "HJ(BN)’I pueda ser escrita como

combinacion de los operadores de creacién y aniquilacién de particulas.
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11. TRANSICIONES DE FASE

11.1. Sistemas de Bose. El fenémeno de condensacién bosénica (BEC
en inglés), predicho primero por Einstein en 1925, corresponde a una ocu-
pacién macroscépica de un estado cudntico (estado fundamental) por un
gran nimero de bosones idénticos (particulas cuyos estados estan repre-
sentados por funciones simétricas). En efecto, si el nimero de particulas
es una cantidad conservada en un sistema bosénico, entonces una canti-
dad apreciable de éstas podrian condensar, en un mismo estado cuantico,
a muy bajas temperaturas. Este fendmeno ha sido extensamente estudia-
do en el contexto de la Mecanica Estadistica de sistemas en equilibrio,
como un tipo de transiciéon de fase de segundo orden, asociada a la no ana-
liticidad respecto de parametros usuales ( temperatura, potencial quimi-
co, etc.), en el denominado limite termodinamico, de funciones conocidas.
En este escenario, la densidad de particulas permanece constante, mien-
tras el nimero de particulas y el volumen de la regién que las contiene
tienden a infinito.

La teoria predice que a bajas temperaturas y gran densidad de particu-
las los efectos cuanticos juegan un papel esencial en el comportamiento
macroscépico del sistema. Mdas atin, bajo asunciones adecuadas, para
algun tipo de modelos (homogéneos no interactuantes y débilmente in-
teraccionantes) para los cuales se verifica la condensacién bosénica, el
formalismo matematico muestra que una ruptura espontanea de simetria
asociada a transformaciones de gauge locales podria ocurrir.

Las estrategias matematicas iniciales se basaron principalmente en con-
ceptos como los ya mencionados (limite termodindmico, ruptura de si-

metrias y los llamados métodos de segunda cuantizacién), especialmente
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en el contexto de la relacién entre este fenémeno y la superfluidez verifi-
cada en mezclas de helio liquido a bajas temperaturas, cuestién sugerida
por London en 1938 [5].

La teoria (1947) sobre gases de bosones con interacciéon débil [6] desa~
rrollada por N.N. Bogolyubov proveyé el contexto tedrico necesario para
el desarrollo ulterior de técnicas destinadas a analizar este fenémeno. Su
estrategia se basd en la aplicacién de métodos matematicos provenientes
de la llamada teoria de perturbaciones al estudio de gases de Bose diluidos
y a baja temperatura. El principal resultado es que en orden a estudiar
el sistema original, el operador que representa su energia (Hamiltoniano)
puede ser sustituido por uno mas simple, representativo de un sistema de
cuasiparticulas de Bose sin interacciones, denominadas también fonones.

A partir de entonces, multiples estrategias provenientes de diferentes
areas de las matematicas: andlisis funcional y teoria de operadores, méto-
dos de grandes desvios (Modelos de campo medio. Ver por ejemplo [7]),
analisis no lineal, etc. han constituido y constituyen tierra fértil para la
teorizacién y la busqueda experimental, tanto en el caso del estudio de
la mecéanica estadistica del equilibrio como en de la dinamica de estos
sistemas.

Los experimentos actuales son realizados sobre metales alcalinos, po-
seedores de momentos magnéticos, lo que permite confinarlos en trampas
magnéticas.

La técnica de enfriamiento laser conduce a la disminucion de las ve-
locidades de los atomos, permitiendo a los més calientes abandonar su
encierro, obteniendo de esta forma temperaturas muy cercanas al cero
absoluto. Esto conduce finalmente a la emergencia del esperado conden-

sado.
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Sin embargo y como resulta evidente, nociones como la de limite ter-
modinamico pierden aqui su sentido.

La préctica indica que los tiempos que median entre la elaboracion de
una teoria y su confirmacién o desestimacién experimental, aunque sea
parcialmente, son variables, dependiendo fundamentalmente de la tension
existente entre lo que se postula y las capacidades técnicas, objetivas, dis-
ponibles para su corroboracion experimental. No hay antecedente alguno
que permita predecir a priori si muchas de las conjeturas de hoy seran
desechadas o demostradas manana. En la practica asi ha sucedido hasta

nuestros dias. La validacion es siempre paulatina y variable en el tiempo.

11.2. Estados y observables. Recordemos de la seccién anterior que
el espacio de estados para un sistema consistente de una particula queda

definido como el Hilbert

H = L*(A),

donde A; € R?, V; = l9, representan la regién que la contiene y el
volumen de la misma, respectivamente.
Los observables quedan establecidos por medio de un algebra de ope-

radores autoadjuntos, en general no acotados, (A, ), con involucién .

11.3. Segunda cuantizacién. A partir de copias del espacio de es-
tados para un sistema de una particula es posible definir un espacio de
estados para sistemas con un ntmero infinito de éstas. Asi,siendo Sp el
denominado operador de simetrizacion, se construye el espacio de Hilbert
HY para exactamente N particulas como suma directa de los anteriores,
de la siguiente forma HY := Sp (®f\;1’HZ~) . Esto permite, finalmente, de-

finir el llamado espacio de Fock Fg 1= ®F_oHy, HY = C, sobre el
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cual se definen, ademés. los bien conocidos operadores de aniquilacion
y creacién de particulas  a,a', satisfaciendo las reglas de conmuta-
cion [a,a'] = aa' — a'a = 1. En estas condiciones el mecanismo que
permite escribir los observables en términos de ellos, A(a, a'), denomina-
do segunda cuantizacion, permite que estos iltimo queden bien definidos
sobre Fg. En este caso, un operador autoajunto H, (Hamiltoniano), de-
fine el operador de energia sobre Fg y H l(N) = f[llﬂg representa su res-
triccién al espacio de exactamente N particulas. El pardmetro 8 = 6~}
es la temperatura inversa y p el potencial quimico. Finalmente se tiene
que Hy(p) = H, — puN, donde N constituye el operador niimero total
de particulas. Estas funciones termodindmicas son continuas para valo-
res de sus parametros. Mas ain, en general, satisfacen, respecto de ellos,

condiciones de convexidad, a volumen finito.

11.4. Funcidén de particion, energia libre y presion. Conjuntos
canonico y gran canonico. Todas las propiedades termodinamicas de
importancia pueden ser derivadas de las funciones mencionadas ante-
riormente al pasar al limite V; — oo. En este contexto se definen las
funciones de gran particién y presion gran candnica a volumen finito,

respectivamente, como:
Z(B, 1) = Trz, exp <—5ﬁz(u)> :
pi(B. 1) = 3 InTrg, e P,

Por otra parte, la funcién de particiéon y energia libre, candnicas, a

volumen finito, estan dadas por las expresiones:

Fr(N)
ZZ(N)(/B) = TTHEBN),zefﬁHl .
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5 (N)
fl(ﬁa Ql) = _ﬁ In TrH](BN) e_BHl )

respectivamente, donde g; = % es la densidad de particulas en el con-

junto canonico.

11.5. Estado de Gibbs. El valor esperado de los observables se ob-

tiene a través de la aplicacién del funcional definido como

(A) gy = 27 (8 1) Trmy Aesp (—5H0(w))

Por otro lado, dada la restricciones de los operadores H Z(N) de H, y AI(N)
de A; al espacio HSBN)’Z, el promedio termal, en el conjunto canoénico, del

)

operador AZ(N) respecto a H Z(N esta dado por:

(N A(N) _gHM) N
(A7) 0 = Troggnad Ve 129 5),

11.6. Limite termodinamico. Se definen la energia libre canénica y

la presion limites de la siguiente forma:

lim fl(ﬁagl):f(ﬁa Q)a lim or = 0,

N, Vj—o0 N, V;—o00

ltm py(B3, ) = p(B, p)-

Vi—oo

Finalmente, la densidad de particulas en el sistema gran candnico, que

se asumira constante, queda dada por la expresion:
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. /N ,
Hm <Vz> o= im oo = plu).
Hy(p)

11.7. Modelo de Bose de particulas interactuantes. El operador
de energia que caracteriza un sistema con interacciones entre pares de
particulas representado por un potencial del tipo V(x,y) en un sistema

de bosones es el siguiente:

H =Y Mpihap+ Y V(qalal apqip_q.

pPEA* PP, 9€A]

En este caso, \7(q) es la transformada de Fourier discreta del potencial
de interacciéon V entre pares de particulas, \;(p) = p?/2 para p # 0,
N(P) > N0) >0y A ={p= (Do) € R : p, = 210, /l,n, =
0,£1,£2,...,a = 1,2,...,d}. Como antes, d;,&p son operadores de
creacion y aniquilacion de particulas, definidos sobre el espacio de Fock

Fs, satisfaciendo las reglas de conmutacion:

L 1 ifp=q
0 ifp#q

Aqui, np = d;dp representa el operador de nimero asociado al modo

P-

Adems3s se definen:

I;Tlo = Z Ai(p)np: Operador de energia libre.

peAz‘

ﬁlf = Z IA/(q)&LdTp,derqdp/_q: Operador de interaccién.

pEAl*
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N = Z np: Operador nimero total de particulas.
pEAl*

11.8. Operadores de modelos de Campo Medio- Tipo Huang-

Davies.

- . . N
HZHD = XN(0)ng + Z )\l(p)anap + Vig (v) )

peA;*\{0}
g(z) > 2% x €[0,00), g(0) =0.
En este caso, dado que este modelo resulta ser diagonal respecto de los
operadores de nimero 7, el espacio de Fock puede ser reescrito como el

siguiente producto tensorial: Fg = ®p€Az*'F;];3'

11.9. Sistemas estables y superestables. Un sistema se dice esta-
ble si existe p, € R such that for u € (—oo, ] se cumpla que p(3, 1) < oo
y se dice superestable si p(f, 1) < oo es finita para todo valor real de p.
La condicion de superstabilidad, escrita como desigualdad en el sentido
de operadores, es la siguiente:

Cy ~ 4

H > 22N+ ZLN?
l— W +‘/E )

donde C y C5 son constantes positivas.

11.10. Tipos de condensacién bosdnica.

= Condensacion del tipo I: Ocupacién Macroscopica de un nimero
finito de estados, incluyendo el estado fundamental.
= Condensacion del tipo II: Ocurre cuando existe un nimero infinito

de estados macroscopicamente ocupados.



MARCO CORGINI VIDELA 65

= Condensacion del tipo III: Tiene lugar en ausencia de estados mna-
croscopicamente ocupados. Sin embargo se verifica la siguiente con-
dicién:

1
lm lm — Y () > 0

50t Vi—oo V]
pEA* A (p)<d

11.11. Condensacién tipo I. lim <%> — 5o > 0
Hy(p)

Vl—>oo l

Ejemplo 11.1. (Sistema Libre o Gas Ideal) En el caso del gas ideal de

bosones, para o < A\ (0), se tiene,

PEAT {np}

_H B(Mi(p)— Ot)) L

De esto se obtiene la siguiente expresion para la presion a volumen finito

del gas ideal:
P8, a) = Z In(1 )=y,
peA;
Este resultado conduce a

. B 1
() 19(e) = Zawmr—a) = 1"

Lo anterior permite determinar la siguiente relacion:

i i 1 o
@) = por (B.0) + o D ) gy,

! penr\{o}
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donde pl(id)( ), pll;l)(ﬁ, a) representan la densidad total de particulas y la
densidad de particulas asociados al nivel de energia minima a potencial

quimico a y volumen finito V; respectivamente.

Tomando una sucesion {coy} tal que oy — 07, en el limite termodindmi-

co (cuando V; — o0) se obtiene:
A(0) = pi(8,0) + pL0(8),

donde se asume que

Por lo tanto

A (8.0) = p(0) = o (5).
Claramente pU®(0) es independiente del pardmetro 3 mientras que pgd)(ﬂ)
es una funcion decreciente del mismo. Por lo tanto la condicion de con-

densacion se satisface para valores de [ estrictamente mayores que un

valor critico 3., el cual es solucion tinica de la ecuacion ptd(0) = Pl (B).

11.12. Leyes de conservacién y reglas de seleccion. Entre las
simetrias discretas asociadas a sistemas cuanticos se encuentran, entre
otras, la paridad, la conjugacién de carga y la reversién del tiempo. La
primera tiene importancia en el estudio de particulas y sus respectivas
antiparticulas, tales como electrones y positrones, especialmente en el
andlisis de ecuaciones dindmicas (como la de Dirac) y consiste en el
cambio de todos los signos de las cargas eléctricas en las funciones u

operadores que describen la dindmica del sistema.



MARCO CORGINI VIDELA 67

En 1918, Emmy Noether, establecié la conexion existente entre si-
metrias continuas y leyes de conservacién en la naturaleza. De acuerdo a
Noether, “Si un sistema tiene una simetria continua, entonces hay canti-
dades asociadas cuyos valores se conservan en el tiempo”. Por ejemplo, la
invariancia frente a traslaciones conserva el momento lineal, la invarian-
cia del tiempo conduce a la conservacion de la energia y la invariancia
respecto a la rotacion en torno a un eje dado conserva el momento angu-

lar.

Si se satisface la condicién
0, Hi(w)] = 0,

siendo

10, (t) _ e*’itHl (1) Oeithl (1) ,

se demuestra que

Si O = N, en la relacién anterior, es decir el niimero total de particulas
es una cantidad conservada en el sistema, H;(u) resulta ser invariante

bajo las transformaciones de gauge aosciadas al grupo U(1), dadas por
a, — €%a,, al — e %al
p p» Ap P’

lo cual conduce a las siguiente regla de seleccion::

(af, --af aq, - -aq5>ﬁl(u) =0, sir #s.

En particular,
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<&I)>gl(u) = <dP>HZ(;¢) = Vﬂ?z = 0.

Por otro lado, la invarianza frente a traslaciones estd asociada a la
conservacion del momentum total en el sistema cuyo operador asociado

es el siguiente:
P= Z Pajip

pPEN;

En este caso:

[Hi(1), P] = 0= (ay, - -4}, dq, - -Gq.) g ) = 0 81 Prto.tPr # dittDs.

11.13. Condensacién de Bose-Einstein y rupturas de simetrias.

Se introduce el término
VVu(eah + e ay),

v > 0,0 € [0,27) en el Hamiltoniano H;(x) con objeto de romper la

simetria, de la siguiente forma:

Hy, (1) = Hy(p) — VVi(e®al + e Pap).

Esto conduce a:
[N, Hl,l/(,u’)] 7& 0= <&I’>Hz,u(u) = <dp>Hl,u(;u) = Viliv 7£ 0.

Mas aun,
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S TIRTEY
lim lim |n|* =
y=0T Vimoo 0 ip<p

Para 8 < .

Ejemplo 11.2. Consideremos el Hamlitoniano libre perturbado

Hiy(p) = H) (1) = VVr(e’af + e o).

Aplicaremos a este operador las siguientes transformaciones

(g = —Zei9ﬁ+ l;O, ag = —Ke_wﬁ—l— Z;(T)
M H

En este caso:

2 2
N ar A P L vV
HY = —pbhbo + Y (7 - u) alap + o

peA;*\{0}
Se asume que:
v
n=—
Po,l
Claramente:
08) 0 1= (80 =0
<° N AW
Ademas:

luego:
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’ +1 ( ﬁ(\/y +p2) 1)_1
pL= Pos+ — E expf| —=+ =) — -
’ \% 2
peA,"\{0} Po

En el limite termodindamico obtenemos:

oot (%)) o

Por otro lado,

De aqui se concluye que:

A1
’ aO
po = lim <—>
V— N
NV o
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11.14. Gas de bosones débilmente interactuantes. El denomi-
nado Gas de Bose débilmente interactuante queda determinado por la
condicién V' (x,y) = gé(x,y). De esta forma el Hamiltoniano del sistema

esta dado por la expresion:

/\T A~ ~ A~
‘/2 E apap, Ap+qlp’'—q-
peEA” p.p €A}

T
I
o |3
Q>
"U—l—
Q>
kel
_|_
l\:J|Q

Aqui hemos considerado la masa m de las particulas igual a uno.

De acuerdo a la propuesta de Bogolyubov, el niimero de particulas pro-
medio en el estado fundamental es muy grande ( 10%3) en el caso del *He,
liquido, y también para gases alcalinos (10° ) a bajas temperaturas. En
este sentido se considera que los operadores de creacién y aniquilacion,
bajo esas condiciones, se comportan como numeros, es decir conmutan y
pueden ser sustituidos por v/V Ny, donde N y N, representan el nimero
de particulas en el sistema y el nimero de particulas en el estado funda-
mental, respectivamente. Lo anterior, asociado a consideraciones respecto
del transito de particulas entre el condensado y la fase no condensada,

conducen a un nuevo operador de energia:

Usando las denominadas transformaciones de Bogolyubov:

~

Ao Al
ap = Upbp — Vpb_,

At Bt A
al, = upbl, — vpbp,
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con
y definiendo

H, puede ser escrito en términos de los nuevos operadores, los cuales
representan excitaciones elementales, algunas veces denominadas Cua-

siparticulas. En este caso:

H = Z el(p)lA)I,lA)p + 26 (p)v; — gn2upvy

pPEA”

donde el espectro de excitaciones elementales esta dado por:

2 2
a(p) = \/% (% + 2nog), Vp € A}

Por otra parte

((p) ~ sllpl| st [|pl| < v2gn
! ~ 2 . )
e st ||pl| > v2gn.

donde s = /gn.

L. Landau demostrd que este tipo de espectro conduce a superfluidez,

es decir a la ausencia de disipacién.
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11.15. Gases confinados. Atomos confinados en trampas magnéti-

cas son enfriados usando técnicas de enfriamiento laser y evaporizacién.

Potencial de confinamiento (trampas magnéticas)

Vear(r) = % (we” + wyy® + w,2°)

1 1 1
E”xnynz = <n9€ + 5) hwx + (ny + 5) hwy + (nz + 5) th

donde los nimeros n,, n,, n, toman valores positivos y discretos.

Estado fundamental

mwp. \ 3/2 m
Po(r) = < 7rf:0> exp [—ﬁ(wxxz + wyy® + w,2?)

=

Why = (Watoyw, )

®(r1a ro, ..., I'N) = ®7{\;1¢0(ri)

La energia de estado fundamental es Eyy = g(wx +wy +w,) yn(r) =

N|go(r)*.

Tamano del condensado

5 1/2
Qhy :/|¢0(r)|2dr = (mwh )

Numero de particulas en el conjunto gran canénico
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N = Z (eﬁ(Enznynz*N) _ 1)71

N, Ny ,MNz

For p = p. = %(wx+wy + w,)

1
N - NO = Z eﬁh(Wxnm+wyny+wZnZ) —1

Mg, My, Mz 70

Aproximacién semiclasica

0 >> hwp,

I R e dn,dn.,dn
N —_— N = T Y z
0 /0 \/0\ /0 eﬁh(wznz+wyny+wznz) o 1

— @) ( 5,;%)3

donde ((n) ies la funcién zeta de Riemann.

Cuando Ny — 0 se obtiene la temperatura critica . de transicion:

C

1/3
Bl =0, = hwn, <%)) — Chuwp N3

En este caso un tipo de limite termodinamico puede ser obtenido ha-
ciendo N — 00, wp, — 0 y manteniendo el producto wy, N'/? constante.

para 8 > (.. De esta forma:
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Gas uniforme de Bose sin interacciones

p AN
P (5)

11.16. Algunos comentarios. Ketterle y van Drutten probaron que
los resultados obtenidos en sistemas de tamano finito, en el caso de ciertos
gases atomicos diluidos, para algunos valores de los parametros criticos,
tales como potencial quimico, temperatura y densidad del condensado,
difieren de aquellos obtenidos en el limite termodinamico. Mds atn, mos-
traron que la ocupacion de estados a bajas temperaturas, para aquellos
pardmetros, desaparecen [8,9].

Por otra parte, el nimero de atomos que pueden ser colocados en con-
finamiento magnético no puede ser considerado macroscépico. Los expe-
rimentos han sido desarrollados con un méaximo cercano a los 107 dtomos.
Como consecuencia, el limite termodinamico no es alcanzado. Esto im-
plica la ausencia de discontinuidades en las funciones termodinamicas.
Sin embargo, la ocupacion macroscépica del estado fundamental ocurre
abruptamente cuando se hace descender la temperatura a niveles ade-
cuados. La transicién resulta aproximadamente concordante con el limite
N — oo, pero este efecto, aunque interesante, es pequeno y no permite
dar sentido a las expresiones “transicion de fase” y “temperatura critica”.

Sin embargo, a pesar de estas deficiencias, los confinamientos pueden
ser muy anisotropicos, cercanos a sistemas unidimensionales y bidimen-

sionales, lo que permite el andlisis del fenomeno en dimensionalidades
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reducidas. En efecto, un estado condensado es imposible para un gas in-
teractuante en un confinamiento en dos dimensiones en el limite termo-
dinamico, aunque la cdondensacion bosonica para sistas finitos se verifica

10,11].
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