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Prologo

Presentamos aqui un texto de problemas resueltos de
Algebra para estudiantes de Ingenieria . Es necesario que el
alumno sepa con anterioridad la teoria , ya que no se tratara en
este libro.

Prof. Raul castillo S.

La Serena 2017



Induccion



Problema 1.-

Demuestre que
2+2°+ 2+ ..+ 2=22-1
Solucion:
P(1) es cierta pues 2=2(2-1)
Ahora supongamos que P(n) es cierta , 0 sea

2+ 2+ 2+ .4 2=202-1

Entonces

2+ 22+ 2+ .4+ 24 2= 2(2- ¥ 2= P+ 21- 2 2(-

o sea P(n+1) es cierta y la proposicion vale para todo n .

Problema 2.-

Demuestre que 4"+5 es divisible por 3

Solucion:

P(1) es cierta , pues 4+5 =9 es divisible por 3



Supongamos ahora que P(n) es cierta, 0o sea 4"+5 es divisible
por 3. Ahora 4™ +5=4(4+5)- 1t , donde claramente ambos

términos son divisibles por 3 . Luego P(n+1) es cierta y la
proposicion vale para todo n.

Problema 3.-

Demuestre que 1+2+3+ 4+ ...4+n=

Solucion:

P(1) es cierta , pues 1=24*D

Supongamos ahora que P(n) es cierta, 0 sea

_n(n+1)

1+ 2+ 3+ 4+ ....+n entonces

n(n+1)

1+2+ 3+ 4+ ....+n+ O+ 1):—2 + O+ 1):—(n+1)(n+ 2)

2

O sea P(n+1) es cierta y luego la proposicion vale para todo n



Problema 4.-

Demuestre que SN T n

12 2B 34 na+ 1) n+ !

Solucion:

P(1) es cierta pues Y
e 1+1

Supongamos ahora que P(n) es cierta , 0 sea

1 1 1 1 n
—r——h———F o =—
12 28 3“4 na+1) n+:
Entonces

1 1 1 1 1 n
+

1

_h+1

12 28 ad Therd) o Der 2) nr 1 or D 2)

O sea P(n+1) es cierta y luego la proposicion vale para todo n

Problema 5.-
1 1 1 1
Demuestre que 1+=+=+.. . +—=2-——
a 2 2 2t 2t
Solucion:
P(1) es cierta pues 1=2- 1
PUES 1=27%
Ahora supongamos que 1+%+?1+....+% = 2-



Entonces 1+1+i+....+—1_1+—1: 2——11+—1: > 1
2 2 27 7 VAR 2

O sea P(n+1) es cierta y la proposicion vale para todo n

Problema 6.-

Sia>b ,a>0, b>0 , demuestre que a">b"

Solucion:
Claramente P(1) es cierta por hipotesis . Ahora supongamos que
a">b" , entonces multiplicando por la desigualdad a>b se tiene

a™ >p™ . O sea P(n+l) es cierta y la proposicion vale para todo n

Problema 7.-

n(n+1)(2n+ 7)
6

Demuestre que  1[B+ 2(U+ 3B+ ...+n O+ 2F

Solucion:

P(1) es cierta pues 1= DR 7)_4

n(n+1)(2nt+ 7)
6

Ahora supongamos que 1[B+ 2[4+ 35+ ...+n G+ 2F



Entonces

10B+ 204+ 35+ ...+n O+ 2% (& DK 3} n(n+1)(2n+ 7)

(n+ D(n+ 2)(2r 9

5 + i+ O+ 3
Luego P(n+1) es ciertay la proposicion vale para todo n.

Problema 8.-

Determinar si el producto de tres nimeros impares consecutivos
es siempre divisible por 6

Solucion:

Sea P(n): (2n-1)(2n+1)(2n+3)=6k , donde g es un niumero natural,
Queremos determinar si P(n) se cumple para todo n . Ahora
P(1)=1.3.5 =6q , de donde g=5/2 y no pertenece a los naturales
En consecuencia P(1) es falso y P(n) no es necesariamente cierto

para todo n natural.

Problema 9.-

Determinar si la suma de tres enteros consecutivos es siempre
divisible por 6.

6



Solucion:

P(n): n+(n+1)+(n+2)=6q , q natural

P(1) es cierta pues 1+2+3=6 (g=1)

Ahora supongamos que P(n) es cierta o sea
n+(n+1)+(n+2)=6q . Ahora

P(n+1) : (n+1)+(n+2)+(n+3)=n +(n+1)+(n+2)+3=69+3=6p , de
donde resulta que p=g+(1/2) que no es un nimero natural , es decir

P(n) cierta no implica P(n+1) cierta . En consecuencia, la suma de
tres enteros consecutivos no es necesariamente divisible por 6.

Problema 10.-

Determinar todos los enteros naturales para los cuales

Solucion:
La formula no es valida para n=1,2,3 y para n=4 da

1[2[BH#= 24> 2= 1¢ que es verdadero . Supongamos ahora que
la féormula es valida para n mayor o igual que 4 , o0 sea

1[P(BMA4...n> 2 n=> «
Pero entonces 1@23BMH#...n a+ 1> 2 (& 1y 202 7 n=

Asi , por el principio de induccion la férmula vale para todo n mayor
o igual que 4.
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Problema 11.-

Demostrar que si n es impar 7"+1 es divisible por 8
Solucion:

Primero hacemos un cambio de indices n=2i-1 , i=1,2,3....

,por demostrar 7**+1 es divisible por 8 . Claramente se cumple
para i=1 . Ahora supongamos que 7°*+1 es divisible por 8
,entonces

PR 1l=T P W= TFPE ) T+ TP D 4
donde ambos términos del miembro derecho son divisibles por 8

Asi , P(i+1) es cierta y la proposicion vale para todo i natural.

Problema 12.-
Se define f en los naturales de la siguiente manera:
f(1)=25 y f(n+1)=f(n)+4

a) Examinando algunos valores de f, conjeturar una férmula para

f(n)

b) Demostrar la conjetura

11



Solucion:

a) f(1)=25, f(2)=f(1)+4 = 25+4 , f(3)= f(2)+4=25+2(4) ,f(4)=f(3)+4=
25+3(4) ......

Asi, una férmula razonable para f parece ser f(n)=25+4(n-1)

b) Sin=1, 25+4(1-1)=25 =f(1) se cumple

Supongamos que f(n)=25+4(n-1), ahora por definicién de f,

f(n+1)=f(n)+4=25+4(n-1)+4=25+4n , lo que confirma nuestra
conjetura , entonces vale para todo n.

Problema 13.-

Sean a,a,,....3 0 1,0, Demostrar que

(1+a)1+a,)....(H g = g+ a+ ..+ g

Solucion:

Sin=1 setiene 1+a >1+a Se cumple.

Supongamos ahora que (1+a)(1+a,)....(tra = * 3+ a+ ..+ a
Entonces

(+a)l+a)...(tg ) a, p Gat+ta+ ..+3 )ta,F
l+a+a,+.+8+4,,+ @a.,*+ . +33,> F g a+ .+ g+ g,

12



donde en el dltimo paso se elimind una cantidad positiva (el

paréntesis) ,lo que refuerza la desigualdad. Asi P(n+1) se cumple y

la proposicion vale para todo n.

Problema 14.-

Demuestre que para n natural , 4"+15-1 es multiplo de 9

Solucion:

Sin=1 se tiene 4+15-1=18 , se cumple

Supongamos ahora que 4"+15-1 es divisible por 9 , entonces
A" +15n+ 1)- 1= 4(4+ 15— 1F 9(B- =

Ambos términos de la derecha son divisibles por 9 . Por lo tanto

la proposicion es cierta para n+1 y luego vale para todo n.

Problema 15.-

Demuestre que si n es natural , entonces 3™'+423 es divisible
por /.

Solucion:

13



Se cumple para n=1, pues 3" +4[@23=119= 71
Supongamos ahora que 3*'+423 es divisible por 7 , entonces

F 423 = 93"+ 4123 ¥ 5622 , donde ambos términos de la
derecha son divisibles por 7 . Luego P(n+1) es cierta 'y la
proposicién vale para todo n.

Problema 16.-
Demuestre que 10" +10 + 1 es divisible por 3

Solucion:
Se cumple para n=1 pues 10(10)+10+1=111=3(37)
Ahora supongamos que se cumple para n, es decir 10™ + 10"+ ]
es divisible por 3, entonces
10010 + 10" + £ 101Q 10+ 16+ 3
y donde ambos términos de la derecha son divisibles por 3

Asi, P(n+1) es cierta y la proposicion vale para todo n.

Problema 17.-

Demuestre Y1++/2+..+/n=n



Solucion:
Si n=1 se cumple ya que v1=1 . Supongamos ahora que

Vi+V2+.+Jn2n Eptonces V1+V2+.+#Vn+Vn+ 12 n+yn+ 1> n+ ]

Asi , vale para n+1 y por lo tanto vale para todo n.

Problema 18.-

0.1 n-1_n+-1
Demuestre que 3, 5t T
Solucion:

P(1) es cierta pues 0=0 . Supongamos ahora que

0 1 n-1 nk1
+ =+ .+ =

1 2077 n!

Entonces
0 1 n-1 n _nkl n _(tDH+1
—+—+...+ + = + =
1 2! nl (n+1)! n  (nt)! (n+1)!

Asi, P(n+1) es cierta y la proposicién vale para todo n.

15



Problema 19.-
Demuestre que
@+ x)" =1+ nx
Solucion:
Se cumple para n=1 . Ahora supongamos que
A+ x)" =1+ nx
Entonces
L+ X)™ > (1+ nX)(1+ X)= 1+ (+ D)x+ nx=> B (k1)

y se cumple para n+1 , luego vale para todo n.

Problema 20.-

1+iele 4

Demostrar que 2

IN

Sl
NS

Solucion:

1
1< =+1
Se cumple para n=1, pues 2

1+iedle 4

Ahora supongamos que

Sl

16



Entonces 1+1+—1+....+—1+—1sﬂ+1+—l
2 3 n n+l 2 n+1

n+1
Probaremos que el lado derecho es menor que T+1

En efecto,

1Sne M+n+2<s M+ 2mle M+ 2< (n+ 1f <
n(n+l)+2 nnt)+2 ml1 n 1 1l
————<n+l- < = —+ <

n+1 2(n+1) 2 2 ntl 2
n 1 n+1

—+l+—<—+1
2 n+1 2

Asi , P(n+1) es cierta y luego vale para todo n

Problema 21.-
Sea a-=14,3,=d-2 ,demostrar que .3(a- 4) es divisible por 4
Solucion:

P(1) es cierta, pues  /3(14 - 4)=+/576= 24& &

Supongamos ahora que /3(&- 4)

es divisible por 4 , entonces

J3@- 2= 3@~ 25— 4 B &~ 4F a 36- 4

que claramente es divisible por 4, luego la proposicion vale para
todo n.
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Problema 22.-

Demostrar que znlsk (k-1)= 3" (- 1+ <

k=1
Solucion:

Se cumple para n=1 pues

21:3k(2k—1): 32- 1= 8@+ ¥ 3

Supongamos ahora que isk (k-1)=3" (n— 1+ <
k=1

Entonces

isk(2k—1)+ FT(n+ 1= 3 - 1 3 3 (2+ I

3 ((h-1)+ (2n+ 1))+ 3= 703"+ F F*n+ 3

Asi , se cumple para n+1 y luego vale para todo n.

Problema 23.-
Demuestre que
3

n —n

es divisible por 6

18



Solucion:
Claramente se cumple para n=1, ahora supongamos que

n3

-n
es divisible por 6, entonces

(n+1°-(n+D)=r’+ 3+ 3n— n= (- N+ 3(h+ =
(n®-n)+3n(n+1)

donde los ultimos dos términos son divisibles por 6 , el primero por
hipotesis y el segundo divisible por 3 y también por 2 (producto de
dos enteros consecutivos ) . Asi, P(n+1) es cierta y luego se cumple
para todo n.

Problema 24.-
Demuestre que

n*+(n+1)°+ (n+ 2)° es divisible por 9

Solucion:

Se cumple para n=1 pues 2*+2°+ 3= 36= 91
Ahora supongamos que  n’+(n+1)°+(n+2)*
es divisible por 9 , entonces

(n+1)° + (n+ 2+ (n+ 3)* = (n+ *+ (n+ 2P+ '+ 9rf+ 27+ 2F
(n®+(n+1)°+ (n+ 2)%)+ 9(* + 3+ 3)

19



Donde ambos términos de la derecha son divisibles por 9, luego

se cumple para n+1 y entonces vale para todo n.

Problema 25.-

Demuestre que 3™+ 2°™' es multiplo de 17

Solucion:

La podemos escribir como 15258 + 278

se cumple para n=1 pues 1525+ 218= 39k 1712

Ahora supongamos que  15[28 + 238 es multiplo de 17
Entonces

15[28*" + 218" = 15125125+ D88
25(152% + 218 y 348

Donde los ultimos dos términos son multiplos de 17.Asi , vale para
n+1y luego para todo n.

Problema 26.-

Demuestre que 7"-1 es divisible por 6

Solucion:

20



Claramente se cumple para n=1 . Supongamos que vale para n

entonces 7™ -1=7(7" - 1+ € expresion que claramente es divisible
por 6 .Luego vale para n+1 y en consecuencia vale para todo n.

Problema 27.-
Demuestre que 2> >n?
Solucion:

Claramente se cumple para n=1. Supongamos ahora que se
cumple para n . Ahora

4">n* = 4"'>4n> Pero n>1= 2n>n+1= 4t > (n+ 1f

Asi, P(n+1) es cierta y la proposicion vale para todo n.

Problema 28.-

_ n(n+1)(2n+1)

Demostrar que  +2*°+ 3+ ...+n? 5

Solucion:

_ 11+ 12+ 1)

Se cumple para n=1 pues 71 A

Supongamos que se cumple para n

21



_n(n+1)(2n+1)
- 6

osea 1*+2°+3F+...+n?

Entonces

P+22+F+...+n°+ o+ 1f = h+ 1=

n(n+1)(2n+ 1)+
6

(n+1)(n(2n+ 1)+ 6(n+ 1))= (+ D(n+ 2)(2n+ 3)
6 6

Asi se cumple para n+1 y luego vale para todo n.

Problema 29.-

Demuestre que

P-2+F-F+ ..+ £1%= £ 13‘1@

Solucion.-

Claramente vale para n=1 . Ahora supongamos que

P-2+F-F+ . € 1'n%= ¢ 171—”(”;1)

Entonces
P-22+F-F+ ...+ €)'+ € 1) o+ = £ 171@+ £ D+ D=

n(n+1) . (N+17)= (1) (n+1)(n+ 2)

N >

22



Asi, vale para n+1 vy la proposicion vale para todo n.

Problema 30.-

n(2n-1)(2n+ 1)
3

Demostrar que 1*+3F+5+ ...+ (- 1f=

Solucion: Es claro que se cumple para n=1 . ahora supongamos
que

n(2n-1)(2n+ 1)

P+F+5+ ...+ (- 1f= 3

Entonces

P+F+5+ ...+ (- 15+ (2+ 1= + (B+ 3

n(2n-1)(2n+ 1)
3

_ (2n+1)(n(2n- 1+ 32+ 1)_ @+ D@+ 1@+ 3)
3 3

Vemos gue se cumple para n+1 y asi vale para todo n.

Problema 30.-

Demostrar que

P+2+..+17= w)z

23



Solucion:

Se cumple para n=1 obviamente . Ahora supongamos que

P42t 4 = L“;l))?

Entonces

P+2%+...+ 1+ a+ 1) = @)ﬂ 0+ 1=

(n+1) 21)2 (N* +4n+4)= (—(n+1)2(n+ 2))2

Asi, se cumple para n+1 y por lo tanto vale para todo n.

Problema 31.-

Demostrar que 1+ X+ X +...+X =

Solucion:

Se cumple para n=1 pues

2

1+x=2 _11: x+1 Ahora supongamos que
X_
N _
Tex+ X+ 40 =2 1 , X2 1
x-1

24



Entonces

Xn+l_1 N )(H.]_ _ Xn+2_1
x—-1 x-1

I+ X+ X+ + X+ X1 =

Asi, vale para n+1 vy por lo tanto vale para todo n.

Problema 32.-

n(n+1)(n+ 2)

Demuestre que 12+ 2(B+ 34+ ..n O+ 1F 5

Solucion:

Claramente se cumple para n=1 . Supongamos ahora que

n(n+1)(n+ 2)

12+ 208+ 34+ ..n O+ 1F .

Entonces

n(n+1)(n+ 2)
3
_ (n+1)(n(n+2)+ 3(n+ 2))_ (n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
3 3

102+ 2B+ 34+ .n o+ 1 (A D 23 + o+ D

Asi , vale para n+1 y luego para todo n.

Problema 33.-

n(n+1)(n+ 2)(n+ 3)

Demostrar que 12038+ 214 T45 .0+ R 2 .

25



Solucion:

10+ Y@+ 2@ 3)_

Se cumple para n=1 ya que 1[2[B= n

Ahora supongamos que

n(n+1)(n+ 2)(n+ 3)

1208+ 20314 31415 .nrf+ )R 2 A

Entonces

10208+ 204 T45 .+ D 2 Din 2n 9

4
n(n+1)(n+ 2)(n+ 3)+ 4(+ 1)(r+ 2)(R 3)
4

(N+1)(n+ 2)(n+ 3)=

(n+2)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)
4

y asi se cumple para n+1 y luego vale para todo n.

Problema 34.-

Demuestre que

1 1 1 n
+ +....t

12 36 @-D@+ 1) 2+

n+1)(n+ 2)(n+ 3)+

26



Solucioén:

claramente se cumple para n=1. Supongamos ahora que

1 1 1 n
— +—+.....+ =
1B 3(b -+ 1) 2+ .
Entonces
1 1 1 1 n 1
— ...+ = = + =
1B 3b (h-D(@+ 1) (2+ DA+ 3) A+ 1 (B 1@ 3
1 (2n2+3n+1)>= 1 ((2h+ 1)¢1+]ﬁ}= n 1
2n+1 2n+ 3 2+ 1 2t 3 t+ 3

Y asi se cumple para n+1 y luego para todo n.

Problema 35.-
2 2 2
Demuestre que R n __n(n+1)
13 306 (h-1@d+ 1) 22+ 1
Solucion:

Claramente se cumple para n=1 .Supongamos ahora que

2 n® _ n(n+1)
+—— .t

13 356 (h- 1)@+ 1) 2+ 1

27



Entonces

7?2 n® (n+1° _ n(n+ 1) (n+ 1f
—t—+... 4 + = +
103 36 (- 1(d+ 1) (2+ D@+ 3) 28+ 1) (B 1@
_ n+l (2n2+5n+ 2): n+ 1( (2n+ D)(n+ 23: - D(rr 2)

2n+1" 2(2n+ 3) 2+ 1 2(2+ 3) 2(+ 3)

Asi , se cumple para n+1 y luego vale para todo n.

Problema 36.-

Demuestre que

1 1 1 n
—+—+...+ =

14 4w (- 2)@3+ 1) B+ .
Solucion:

Claramente se cumple para n=1, ahora supongamos que

1 1 1 n

..t =

1% 4 (3B- )@+ 1) B+ .

Entonces

1 1 1 1 n 1
e et U + = +

1% 47 @-2)@+ 1) B+ D@+ 4) & 1 B 1B

_ 1 (n+ 14)= M+@E+1) _ n+1l
3n+1" 3+ A+ D3+ 4) 3+ 4

Asi , se cumple para n+1 y luego para todo n.

28



Problema 37.-

Demostrar que

1 1 1 n
—+—+...t =

15 5[0 (- 3)(h+ 1) 4+
Solucion:

Claramente se cumple para n=1. Supongamos ahora que

1 1 1 n
—+ +...+ =
16 5[0 (- 3)(h+ 1) 4+ .
Entonces
1 1 1 1 n 1
—+ +..4 + = +
1[5 5[0 (h-3)(h+ 1) (4+ D@4+ 5 & 1 (a+ D@+ !
1 1 1 ,h+D)(+1 n+ 1
= (n+ )): (( )( 3:
an+1 An+5) 4In+1 h+ 5 It 5

Asi, se cumple para n+1 y luego para todo n.

Problema 38.-

Demostrar que

1 1 1 n
+ +....+ =
a(atl) (at+l(at?2) (atn=LD(atn da& n

29



Solucion:

Claramente se cumple para n=1. Supongamos ahora que

1 + 1 - 1 __n
a(a+l) (a+tl)(at2) ~ (arnmDarn da D
Entonces

1 1 1 1 n 1

+ +....t + = +

a(a+l) (a+1)(at+?2) (arn-D(arn (an(a rl) d&da h (& X a Nl
_ 1 (ﬂ+ 1 )= 1 a(+ )+ n(n+1)_ 1

a+tn a atnt ar n da ) a(a nl

Asi, se cumple para n+1 y luego para todo n.

Problema 39.-
Si

v, =2,v, =3y v, ,=3¢-2y, Demostrarque v =2"+1
Solucion:
Sin=0y n=1tenemos v,=3v,-2y,=3[B- 212= 5= 2+ :
Ahorasea v _, =2""+1,v =2'+1 Entonces
Vo, =32 +1)-2(27+ 1= 2012+ E 2+

Asi, vale para n+1y luego para todo n.

30



Problema 40.-

a.n+1 _ bn+1 . a2 _ b2 a.3 _ b3
Probarque u =——— si u-= , U, =
a-b a-b

n ,a?(-'b
a-b

y si para n>2 se cumple u, =(a+buy_ - aby,

Solucion:
Se cumple o obviamente para n=1, n=2 . Ahora supongamos que

B a.n—l _ bn—l U B a.n _ bn

u,=— , U, , entonces
a-b a-b
B a'-b" a'-b' _ a'- ad+ bd- B'- bad+ ab_ &- B
u,=(a+b - ab = =
a-b a-b a—b ab
Problema 41.-

Hallar una expresion para la suma

S, =10k 2[2k ...+ n(n!

Solucion:

S =1=2+1,S=5=3+1,9= 23 4 1.
Hipoétesis : S, =(n+1)}-1

Claramente se cumple para n=1

31



Ahora supongamos que S, =(n+1)-1
Entonces

S +(n+) ()= (1) + (nk1)( - 1)1=
(n+)Y((n+D+1)-1= (+ 2)+ 1

Asi, se cumple para n+1 y vale para todo n.

Problema 42.-
+1
Demuestre que 1, 2 +..+ 2n: !, 2n+1 XZzx1
1+x 1+X 1+ X2 x—1 1-%°
Solucion:

Se cumple para n=0, en efecto

1 1 N 2 _—1—X+2 EFx 1
1+x x=1 1- ¥ 1- X =X B X

Ahora supongamos que

1 2 > 1
—— 4+ +...+ = + — x#+1
1+x 1+ ¥ 1+x2  x-1 1-x°

Entonces
1 2 2 g a gl oo
+ +..t n + T + L + 1
1+x 1+ 1+ X2 1+x2 x-1 1-x 1<
n+1 _ +2
1 Lot 1+x% +1 1 N 2 _
x—1 A-x* )(1+x ) X-1 1-%

32



Asi , se cumple para n+1 y luego vale para todo n.

Problema 43.-
Sea
azb, atbzl, a+t b= m, al= |

_ I _ I _ I
AZMm g AT AR e

n>1 A, = m—l—

A,

Probar que A = EZ__bb)_)( - __bf.’;

Solucion:

Para n=2 tenemos por una parte

2— —
AZ:m_iz(aJ,b_ ab _(atb” —(at - ab_
m-1 (a+b-1 ar b-1
a’+b’+ab-a b
a+b-1

Y por otro lado tenemos

AZ_(a3—b3)—(a2-b2)_ &+ B+ ab- a |
- @-m-(a-bh at+ b-1

Resultados que son coincidentes y asi vale para n=2

33



Supongamos ahora que

_ (an+l _ bn+l) _ (an _ bn)

Al (an _ bn) _ ( a.n—l _ bn—l)
Entonces
A =(a+p- R =) —@"-0")

(an+l _ bn+1) _ ( an _ bn)

(a+b(a@?-B")-(a+r h(d- B)- ab &- B+ ap & - B) _

(an+1 _ bn+1) _ ( an _ bn)
(an+2 _ bn+2) _ ( a.n+l _ bn+l)
(an+1 _ bn+1) _ ( an _ bn)

Asi, vale para n+1 y luego para todo n.

Problema 44.-
Simplificar el polinomio

1_§+x(x—1)_ ....... Ny X(x=1)...0= n+ 1)

1! 2! n!

Solucioén:

Para n=1 se tiene
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Para n=2 se tiene

_§+x(x—1)__x—1+x(x—l)_(x—l)(x—2)
uoo20 1 2 2!

1

Para n=3 se tiene

l_§+x(x—l)_ Ax-D(x2)_ _ x1, Ax1)_ (x D(x 2)_

1! 2! 3! 1 2 2!
_ (x=1)(x=2)(x-3)
3!
Hipotesis
1- X0 00D 00Dl D,
(=1)" (x=D(x=2)....(x— n)
n!
Ahora
X  X(x-1) X X=1)...(x nt 1) a X D...(x n_
1—£+—2! = + 1) - + 1) (n+1)! =
(=1)" (X=1D(x=2)....x— n)+ 1 X(x=1)...(x n):
n! (n+1)!
e (X=D(X=2)..(X= ), X _ (_ay (x> D 2)...0¢c =+ 1)
D™ n! )(n+1 D=CY (n+1)!

Asi, se cumple para n+1 y luego vale para todo n.
Problema 45.-

Probar que la suma de los cubos de tres enteros consecutivos es
divisible por 9
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Solucion:

Tenemos 2+2°+3=236= 91« Yy entonces vale para n=1
Ahora supongamos que  n’+(n+1)°+(n+2)° es divisible por 9
Entonces

(n+1)° + (n+ 2+ (n+ 3)* = (n+ *+ (n+ 2P+ '+ Orf+ 27+ 2F
n’+(n+1)°+ (n+ 2)°+ 9("+ 3n+ 3)

Donde ambos términos de la derecha son divisibles por 9 ,luego

se cumple para n+1 y entonces vale para todo n.

Problema 46.-

Probar que 11*+12™* es divisible por 133

Solucion:

Para n=1 la expresion da 3059=133(23) , luego se cumple para n=1
Ahora supongamos que se cumple para n, entonces

11" +12™3 = 12011 T4+ 191149 =
11(12111 + 12114% § 1598 144
11(11% + 12" 133121144

Ambos términos de la derecha son divisibles por 133, luego vale
para n+1 y para todo n.
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Problema 47.-

Demostrar que n rectas diferentes que se cortan en un punto comdn
en un plano , dividen al plano en 2n partes.

Solucion:
Se cumple para n=1 ya que una recta divide al plano en dos partes

Supongamos ahora que n rectas dividen al plano en 2n partes .Al
agregar otra recta ,estamos agregando 2 partes mas o sea un total
de 2n+2=2(n+1) partes . Asi , se cumple para n+1 y vale para todo
n.

Problema 48.-
Demostrar que N S
n+l n+2 2n 24
Solucion:
1 1 7 13
Se cumple paran=2yaque Z=+=-=—>"—"
Piep yaq 3 4 12 24

Ahora supongamos que vale para n, entonces

1 1 1
=——+..+— , S.= S+ =
n+1 on T R

13
S . > > —
> K75,

Asi se cumple para n+1 y luego vale para todo n.
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Problema 49.-

Demuestre que 2">2n+1 , n=3

Claramente se cumple para n=3, ahora supongamos que se
cumple para n>3 , entonces

2">2n+1, 2>2 ,n=2 3 212> 2+ 1 2 2+ B

Asi, vale para n+1y luego para todo n.

Problema 50.-

¢ Para cuales enteros naturales n se cumple 2">n*> ?

Solucion:

Se cumple para n=1, no se cumple para 2,3,4 y se cumple para
n=5 . Supongamos que se cumple para n>4 . Ahora

2">2n+1 (problema anterior) y si suponemos 2">n?

Entonces sumando tenemos
2">2n+1, 2>n= 22>+ 2+ B 2'> D

Asi, se cumple para n+1y vale para todo n>4.

Problema 51.-

Pruebe que si n>1 entonces
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Solucion:

Se cumple para n=2 ya que

J2+1 1
\/E >\/_2:> 1+ﬁ>\/_2

V2+1> 2=
1 1 1
—+——+...+—>n
V1 42 Jn
Tenemos por otra parte que

n>0=>n+n>r=Jn(m)> 1> rl-y ()=
1 s n+i-n

n+1

Supongamos ahora que

Sumando esta ultima desigualdad con nuestra hipétesis de
inducciéon tenemos

1 1 1 1
—+——+. . +—+—=>+n+1
V1 42 Jn Jn+1

si se cumple para n+1 y luego para todo n>1.

Problema 52.-
Probar que 7*"*-48-7 es divisible por 48
Solucion:

Para n=1 resulta 343-48-7=288=48(6)
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Ahora supongamos que se cumple para n, entonces

7" — 48" - 7= T049149- 48148 Z
49(7" - 48 — Ty 48+ 4817

Las cantidades del lado derecho son todas divisibles por 48.

Asi , se cumple para n+1 y luego para tono n.

Problema 53.-
Probar que n®*+3n’+2n es divisible por 6
Solucion:

Claramente se cumple para n=1. Supongamos ahora que se
cumple para n, entonces

(N+1)°+3(n+ 17 + 2(n+ 1)= (P+ 37+ 2n) 3n(+ 1¥ ¢
donde los términos de la derecha son todos divisibles por 6

,luego se cumple para n+1 y entonces para todo n.

Problema 54.-
Probar que

nz2, X,%,..% ,reales entonct
% %+ kx| <% [+ x]
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Solucion:

Se cumple para n=2 por la desigualdad triangular .Ahora
supongamos que se cumple para n , entonces

[t g < [+ [ O [+ ] ] X,

Asi , se cumple para n+1 y luego para todo n.

Problema 55.-

Probar que n®+3n es divisible por 2

Solucion:

Claramente se cumple para n=1 .Supongamos que se cumple para
n, entonces

(N+1)?+3(n+1)=r’+ 2n+ 1+ 3+ F= (T+ I} 20+ 2

Los términos de la derecha son divisibles por 2 . luego vale para
n+1 y para todo n.
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Problema 56.-

Demuestre que  (n+1)(3n+6) es divisible por 6

Solucion:

Claramente vale para n=1 . Supongamos ahora que vale para n
entonces

(n+2)(3n+9)= 31T+ &+ N+ 18&
(n+1)(3n+ 6)+ 6N+ 12

Los términos de la derecha son divisibles por 6 ,luego vale para n+1
y para todo n.

Problema 57.-
Demuestre que a**+b** es divisible por a+b
Solucion:

Claramente se cumple para n=1 .Supongamos ahora que se cumple
para n, entonces

a.2n+l_+_b2n+l: a2(a2n—1+ b%a_(aZ_ bZ)bZI-

donde los términos de la derecha son divisible s por a+b ,asi vale
para n+1y luego para todo n.
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Problema 58.-
Demuestre que a"-b" es divisible por a-b
Solucion:

Se cumple obviamente para n=1 . Supongamos ahora que se
cumple para n, entonces

a™-p™M=gd -+ d(a b

Donde los términos de la derecha son divisibles por a-b , luego se
cumple para n+1 y para todo n.

Problema 59.-

Demuestre que para n natural se tiene
X"=y" = (x= WX+ X2yt xy i+ YY)
Solucion:

Para n=1 es obvio . Supongamos que se cumple para n, entonces

Xy (0= Y)+ V(O Y=
X(X= X+ X2y Lxy i+ YO+ Y(x Y=
(X=X + X y+..+ xy '+ YY)

Por lo tanto se cumple para n+1 y luego para todo n.
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Problema 60.-
Demuestre que a* -b™ es divisible por a+b
Solucion:

Claramente se cumple para n=1. Supongamos ahora que se cumple
para n, entonces

a.2n+2 _ b2n+2 = a2( a.2n_ b21) + bm( a2_ b3

Asi, vale para n+1 y luego para todo n.

Problema 61.-

Demuestre que

2"*@+b")> (a+ b} ,a+b>0.,azb ,n>

Solucion:

Tenemos azb=(a-bh*>0= &+ F>2ab=>2(a+ B)>(a I

luego se cumple para n=2. Supongamos ahora que se cumple para
n . Entonces por demostrar

2n (an+l + bn+1) > (a+ b)n+1 (1)
Partiendo de la hipotesis de induccion tenemos
2" @ +b")(a+ B> (a+t h™  (2)

Bastaria probar que la expresion de la izquierda en (1) es mayor
gue la expresion de la izquierda en (2). En efecto:
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azb=(d-0)(a-bHh>0= &"+ " - aB- b&>0
=2a""+20™ > a"+ ad'+ bd+ B>

2@ +b™) > (a"+ b)(at h=

2"@" +b™)> 2" (@™ b")(a+ b)

Asi , se cumple para n+1 y luego para todo n>1.

Problema 62.-

Demostrar que para x>0 , n natural se tiene

X"+ X2 X+

L, +—1nz n+1

Xn—4 Xn—2 X (1)
Solucion:

Tenemos (x-1)°=0= x*-2x+1> 0= xtls (2)
X

y se cumple para n=1 . Para n=2 (1) toma la forma
X +1+% >3 (3) Y como (2) se cumple paratodo x positivo se
tiene x° +%z 2 ysumando 1 a ambos miembros se tiene (3)

Supongamos ahora que se cumple (1) hasta n+1 y reemplazando

1 >2 .Sumando esta ultima

n+2 —
X

X por x™ en (2)setiene x™+

ecuacion a (1)

se tiene
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1 1 1 1
+ +—+ > 1+ 2= (n+ 23+ 1
Xn—4 Xn—2 Xn er+2 ( )

Xn+2+xn+ Xn—2+ Xn—4+”-+

Asi, vale para n+2 vy la proposicion vale para todo n.

Problema 63.-

Demostrar que n rectas en el plano , tales que ningun par de ellas
son paralelas y tampoco ningun trio de ellas concurren en un punto

2
, .. n“+n+2
comun , dividen al plano en — partes .

Solucion:

Se cumple para n=1 ya que una recta divide al plano en dos
partes . Ahora supongamos que se cumple para n, entonces si
agregamos una recta mas que cumpla con las condiciones dadas
se agregan n+1 partes a las ya presentes, o0 sea

n2+n+2+n+1_ W+ n+2+2m 2 (e 1f + (nk L 2
2 2

Entonces la formula se cumple para n+1 y luego vale para todo n.
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Progresiones
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Problema 1.-
Calcule la suma de los n primeros términos de la progresion
2,4,6,....,2n

Solucion:

SRUCELARLET RS

Problema 2.-
Si 8k+4,6k-2,2k-7 estan en PA ¢ Cual es el valor de k?
Solucion:
Se debe cumplir que
(6k-2)-(8k+4)=(2k-7)-(6k-2)
0 -2k-6=-4k-5 0 2k=1 osea k=1/2

Problema 3.-

Demostrar que si los numeros a ,b, ¢ estan en PA , entonces los
nameros

1 1 1

Brve ' Jorda | Jardb

también estan en PA
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Consideremos

1 1 1 1

Jorda Jorde | O Jardb Jord e

Hay que demostrar que D, =D,

D, =

1)Si d=0 entonces a=b=c y D,=D,
i) si d=0, racionalizando se tiene

_Je-Va_+b-Jec_+ve-va Jb-Ve 2/bVaVec

D
' ¢c-a b-c 2d -d 2d

o Ya=vb_Je-va_va-vb Jeva 2/bVvave [
2 a-b c-a -d 2d 2d v

Asi , se cumple la proposicion.

Problema 4.-

Un cuerpo en caida libre recorre aproximadamente 4,9 metros en el
primer segundo , a4,7 metros en el segundo segundo ,24,5 metros
en el tercer segundo y asi sucesivamente ¢ Cuantos metros recorre
durante el decimoquinto segundo ?

Solucioén:

Los metros recorridos por el cuerpo en caida libre corresponden a
los términos en PA 4,9 ; 14,7 ; 24,5 ;.... cuya diferencia es d=9,8

Luegosi a =45, a., corresponde a la distancia recorrida
durante el segundo decimoquinto

a. =4,9+149,8= 142,Mnetros
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Problema 5.-

Calcular la suma de los 18 primeros términos de una PA con d=6
y término décimo octavo igual a 109

Solucion:

De acuerdo a las formulas tenemos

a;=109 ,d=6
a=4a-(n-1)d=109-17116= 7

S, = n(a +a) _18(7+ 109)=1O44
2 2
Problema 6.-

Determinar tres niumeros en PA tales que su suma sea 4 y la suma
de sus cuadrados sea 50/9

Solucion:

Sean a-d , a, a+d los niumeros , entonces
4
(a-d)+at+(a+t d=4=> a:§

Ademas (a-df+a’*+ (@a+ d)zz%): d:i—;

Dos soluciones 1,4/3,5/3 obien 5/3,4/3,1
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Problema 7.-

Intercalar entre a'y b un nimero ¢ de modo que a, b, c estén en PA
Solucion:

Se debe cumplir

d=c-a=b-c , entonces 2c=a+b y luego c=(a+h)/2 , ademas

d=c-a=(a+b)/2 -a , de donde d=(b-a)/2

Problema 8.-

Los numeros positivos a, ,a,,.....a estan en PA , demostrar que

Solucion:
si d=0, todos los términos son iguales i la igualdad es obvia

Si d es distinto de cero y racionalizando tenemos

Ja-Ja,  Ja-Ja._Ja-Ja_ a-a _
a,-a 3~ 8., d (Ja, +/a)d
(n-)d _ (-1

Wa, +Ja)d (/3 +ya)
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Problema 9.-
Calcule la suma de las n potencias positivas de un numero a
Solucion:

a+a’+...+d €S una serie geomeétrica cuya suma es

_a@' -1

n )

a-1

az1l

Sia=1llasumavalen,sia=0 ,lasumavaleO

Problema 10.-

Intercalar entre 3y 192 cinco nimeros de modo que formen una
PG

Solucioén:
la PG tiene 7 términos , entonces
8=3,a=192= 192%= ¥=r= .

luego los términos son 6 , 12 ,24 ,48, ,96

Problema 11.-

Sia,b,c,d estan en PG demuestre que

(b-o +(c-a+(d-h*=(a ¢ (y)
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Solucion:

Tenemos

=r y (1) se puede escribir como

b_c_d

a b c

(ba-Sy7 + @@~y + b@-1y = (a@-2)f  ademés
b a b a

2, d_s y (1) se escribe

a
b?(1-r)*+a’(l-r?)*+b?(r*-1)*=a’l-r 3"
dividiendo esta ecuacion por a* Yy como b/a=r se tiene
r2(—r)?+ (1-r 2)?+r 2¢ 2= 1)%*= (1 )
Desarrollando ambos miembros se llega a la identidad

1-2r3+4r%=1-23%+r° lo que demuestra la identidad propuesta.

Problema 12.-

Una bomba de vacio extrae la cuarta parte del aire contenido en un
recipiente en cada bombeada. ¢ Qué tanto por ciento de aire , que
originalmente contenia el recipiente , queda después de 5
bombeadas ?

Solucion:

Si a, denota la cantidad de aire que queda en el recipiente tras
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la n-ésima bombeada entonces se satisface la relacion

— a'n_3 a'n+1—3
—g -0 _2 L o sea los forman una PG
., =a, 4 4an:>a1 4 &,
= a, _ 243 _
a0 >3 =2"-0,237
% a(4) a 1024

Luego , tras 5 bombeadas resta el 23,7% de la cantidad original.

Problema 13.-

En un triangulo is6sceles de lados a, a, ¢ , las cantidadesc, h, a
estan en PG, donde h es la altura correspondiente al lado c.
Determinar la razén r de la progresion

Solucion:
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Sear larazon entonces a=cr?

2
h2+%=a2=czr4:>(h)2+%f:r4
Cc

c

Problema 14.-

Calcular el valor de la suma

S:Z+E _2-{-_3+_2+_3
33 F 3 3 3 7
Solucion:

Podemos simplificar los términos de orden par para obtener

S:E+i+_2+_1+_2+_1+ =
373 T3 I E T

3 3 3. .1 1

= P=—=9"== TP aoaoa =+ —+—=+ .

3 3 3 g 3

D:r:>r2+%:r“:>4“—4 2-1=0=r

y ademas

:,/“—2*/_2:1,095

Serie geométrica de razon 1/9 , luego
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Problema 15.-

Una pelota es lanzada desde un metro de altura , si cada vez que
rebota alcanza la mitad de altura que tenia antes de rebotar
,calcular la distancia que recorre antes de detenerse.

Solucion:

La distancia que recorre la pelota antes de detenerse esta dada por
la suma

— _ 1
S=1+ ZD;—+ 2[-13+ 2[-%+ L= W 2é+ é3+ {—2§+ F
1

1+28-2_=3
1
1-=
2

Problema 16.-

Determinar cuales de las siguientes son PA

2)1,16,11,16.......c........ si ,d=5
b) 4,-1,-6,-11..ceere... si ,d=-5
€) 9,12, 16 wvrerreenn.. NO

d)7,9+3p, 11+6p .....si , d=2+3p
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Problema 17.-
Hallar el término 16 de la PA 4,7, 10.....

Solucion:

S, =g(2q+(n—1)d):1—22(2EB+ (12- 15F 36!

Problema 18.-

Hallar el término 40 y la suma de los primeros 40 términos de la PA
10 , 8, 6...

Solucion:

a, =a +(n-1)d=10+ (40- 1)¢ 2)F — 6!

s, =g(q+an):4—20(10— 68)= - 116!
Problema 19.-

. Qué términode laPA 5,14, 23.... es 239?

Solucion:

a,=a+(n-1)d= 239= 5 9(n- 1= n= 27
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Problema 20.-

Hallar la suma de los 100 primeros enteros mdltiplos de 7.
Solucion:

a=7,d=7,n=100

Sn=g(2q+(n-1)d):l—go(zm7+ 7(106- 1)F 3535

Problema 21.-

Hallar cuantos enteros consecutivos a partir de 10 se deben tomar
para que la suma valga 2035

Solucioén:

a =10 ,d=1,S= 203&2 (26 16~ 13>

n°+19- 4070= G= n= 55

Problema 22.-

¢,Cuantos términos de la PA 24, 22, 20 .....se necesitan para que
la suma sea 1507?

Solucion:

s, :150:2 (48 2(- D)

n’-25m+150= O0=n= 10 h= 1

58



Problema 23.-

Hallar el tiempo que se empleara en saldar una deuda de 880
dolares ,pagando 25 délares el primer mes , 27 el segundo , 29
dolares el tercero , etc.

Solucion:
s, =880:g (50- 20— D)=
n?+24n— 880= 0= n= 20

La deuda se salda en 20 meses

Problema 24.-

Determinar la PA en la que la suma de los n primeros términos es
n(n+2)

Solucion:

Término n-ésimo= suma de n términos - suma de (n-1) términos
a =n(n+1) - ((n-1¥ + 2(n- 1))= 2n+ !

LaPAes3 5,7 ...
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Problema 25.-

Demostrar que la suma de los n enteros impares a partir del 1 es n?
Solucion:

a=1,d=2,n=n

s, =g(2+ 2(n-1)= rf

Problema 26.-

Hallar tres nimeros en PA sabiendo que la suma del primero y el
tercero es 12 y que el producto del primero por el segundo es 24

Solucion:

Sean los nimeros

a-d, a, atd, luego (a-d)+(a+d)=12 ya =6
ademas (a-d)a=24 o sea 6(6-d)=24 de donde d=2

Los nimeros son4 ,6 ,8

Problema 27.-

Hallar tres niameros en PA cuya suma es 21 y cuyo producto es 280
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Solucion:

Sean los numeros (a-d) , a , (a+d) , entonces
(a-d)+at+(a+d)=21 , luego a=7

Por otra parte

(a-d)a(a+d)=7(7-d)(7+d)=280 , de donde resulta d=3 0 d =-3

Los niumerosson 4 ,7 ,10 o 10 ,7 ,4

Problema 28.-

tres niumeros estan en la relacion 2:5:7 .Hallar dichos nUmeros
sabiendo que si se resta 7 al segundo , los nimeros forman una PA.

Solucion:

Sean los nimeros 2x, 5x , 7x ; los nimeros que forman una PA
son 2x , (5x-7),7x ,luego

(5x-7x)-2x=7x-85x-7 , de donde resulta x =14 . Asi los nimeros
son 28 ,70, 98 .

Problema 29.-

Hallar la suma de todos los enteros entre 100 y 800 que sean
multiplos de 3.
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Solucion:
La PAes 102, 105, ....,798 , entonces
a =g +(n-1)d= 798= 102 3(+ 1) n= 23

S =g(q+ a) =2—§’3(102+ 798)= 104850

Problema 30.-

Sobre una superficie horizontal se levanta una rampa de pendiente
uniforme por medio de diez soportes igualmente espaciados . Las
alturas de los soportes mayor y menor son 42,5y 2 metros
respectivamente . Hallar |la altura de cada uno de los soportes.

Solucion:
a =a+(n-1)d= 42,5= 2+ (16- 1= d= 4,

Asi , las alturasson 2 ;6,5;11;155:;20:;245:;29:33,5:38
425 .

Problema 31.-

Un cuerpo cae liboremente partiendo del reposo y recorre 16 metros
durante el primer segundo ,48 metros en el segundo , 80 metros en
el tercero , etc. Hallar la distancia que recorre en el segundo
numero 15 y la distancia total que recorre en 15 segundos.
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Solucion:

a; = a+(n-1)d=16+ 32(15- 1F 46

Sis :%3(63+ a) :1—25(16+ 464)= 360(

Problema 32.-

Se colocan 8 bolas en linea recta , separadas entre si una distancia
de 6 metros. A seis metros de distancia de la primera , al otro lado
de las bolas esta situada una persona con una cesta (que esta
fija)gue va andando por la fila recogiéndolas de una en una e
introduciéndolas en la cesta . Sabiendo que empieza a recogerlas
partiendo de la posicion en que inicialmente se encuentra ,hallar la
distancia total que recorrera hasta que termine la operaccion.

Solucion:

a,=206=12 , a = ZI(618F 96
Sn=g(q+ q):%(12+ 96)= 43z
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Problema 33.-

Demostrar que si los lados de un triangulo rectangulo estan en PA,
su relacién es 3:4:5

Solucion:
Sean los lados (a-d) , a, (a+d), siendo la hipotenusa a+d
Entonces

(a+d)iP=a’+(a— d°= d&=4ad=> &4
= (a-d):a:(at d=3d:4d:5d= 3:4:5

Problema 34.-

Hallar la media aritmética de los pares de numeros siguientes

a) 4 y56:»5:4+—256: 30

b)3v'2 y—6f2:>?>=3\/§;6f2:_ 3{2
- (a+5d)42r(a—3d):

Cc) a+t5d y a3d= ar

Problema 35.-

Intercalar 5 medios aritméticos entre 8 y 26
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Solucion:
a,=8,a=26=> 26= 8 (- Y= d= .

Los cinco medios aritméticos son 11 ,14, 17, 20, 23

Problema 36.-

Intercalar entre 1 y 36 un nimero de medios aritméticos de tal forma
gue la suma de la PA resultante sea 148.

Solucioén:
n n
S, =§(q+ a,):148=5(1+ 36 n= 8

a,=a+(n-1)d=36=1+ (8 )d= d= ¢

LaPAes1 ,6 ,11,16 ,21, 26, 31, 36.

Problema 37.-

Determinar cuales de las siguientes son PG
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a) 3,6,12--——————- si r=2

0)16 12 ,9-—————— si rzg
c)-1,3-9----- si r=-3
di1,4,9-——-——-—- no

e 1/2),@/3),(2/9)si r= 2/:

Problema 38.-

Hallar el octavo término y la suma de los 8 primeros términos de la
PG 4,8 ,26 ,...

Solucion:
a=4 ,r=2
a,=ar =42 =512

5 =AY _ 420,45
r-1 2-1

Problema 39.-

Hallar el séptimo término y la suma de los siete primeros términos
de la progresion 9, -6, 4,.....
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Solucion:

2 - 2 64
=9 ,r=-S=a=arM=9((-="=—
a 3 &= (€ 3) o

2.
S, = a(r"-1) _ 9~ (3) ): 463

r-1 2 81
1_ —
( 3)

Problema 40.-

El segundo término de una PG es 3y el quinto es 81/8 . Hallar el
octavo.

Solucion:
81
r‘_ g 3
—art==" ’ = |’:3:>al =L = r==
%4 8 %= 4 ar 3 2
81, 27 2187
—ar’ = ryri=—"(y =22
c=el S CIE =S e IS

Problema 41.-

Hallar tres nimeros en PG cuya suma es 26 y cuyo producto es 216

Solucion:
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a1:$ , ,=a, &= ar:(?)a(ar):216: a= 6

wl =

?+a+ar:26:>r§+6+6r: 26— 17— 20+ 6 O>r = 3

Dos soluciones 18 6 ,2 o 2 ,6 ,18 parar=1/3 yr=3
respectivamente.

Problema 42.-

El primer término de una PG es 375y el cuarto es 192 . Hallar la
razon y la suma de los 4 primeros términos.

Solucioén:

a, =375, a,=ar= 375°= 192:>r:g

A

sy 375(1-CY)

5, =2l R
5
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Problema 43.-

El primer término de una PG es 160 y la razén es 3/2 .Hallar los
términos consecutivos que se deben tomar para que la suma sea
2110.

Solucion:

n_ :|.60((§ )n - 1)
S, =—al(rr_11) = 2110=—2- o gy =22
5_1

Los nimeros consecutivos son 160 , 240 ,360 ,540, 810.
Problema 44.-

Una PG de razon positiva consta de 4 términos. Sabiendo que la
suma de los dos primeros es 8 y que la suma de los dos ultimos es
72, determinar dicha progresion.
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Solucion:

a=a,a=ar ,a=ar, g=ar=
a+ar=8,ar’+ar’=72=

2 3

ar-+ar 72

—  =r?’z=——=r=3
a+ar

atar=8—a=2

La progresibnes 2 , 6,18 ,54

Problema 45.-

Demostrar que x , x+3 , x+6 no pueden formar una PG

Solucion:

Si formaran una PG tendriamos

X+3 X+6
X X+ 3

= X*+6X+9= X+ 6x= 9= 0 &0 )
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Problema 46.-

Un muchacho gana una peseta el primer dia , dos el segundo , 4 el
tercero , 8 el cuarto ...etc . Hallar el nimero de pesetas que ganara

al cabo de 12 dias.
Solucioén:

a=1,r=2,n=12

g =D o 5 400
r-1
Problema 47.-

Se estima que la poblacion en una cierta ciudad se incrementara en
un 10% anual durante 4 afios ¢ En qué % aumentara la poblacion
después de 4 afios?
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Solucion:

Sea p la poblacion inicial , después de un afio la poblacién es
1,10p , en el segundo es (1,10)(1,10)p .....y asi en el cuarto es

(1,10)(1,10)(1,10)(1,10)p=1,4641p . La poblacion aumentara en un
46,41%.

Problema 48.-

De un deposito que contiene 240 litros de alcohol se extraen 60
litros y se sustituyen por agua .A continuacion se extraen 60 litros
de la mezcla y se les reemplaza por agua ,etc. Hallar el nimero de
litros de alcohol que habra en el depdésito después de haber
efectuado 5 extracciones de 60 litros.

Solucion:

Después de la primera extraccion quedan en el depdsito

240-60=180 litros de alcohol . después de la segunda quedan
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180((240-60)/240)=180(3/4) litros de alcohol. EI numero de litros de
alcohol que quedan en el depésito después de cada extraccion
forman una PG

180, 180§1 )....1892 y

3
=180 , r=—
4 4

a :180(%)4 = 57

Quedan 57 litros de alcohol tras 5 extracciones.

Problema 49.-

Se invierten 400000 pesetas a un 6% anual. Calcular el capital que
se habra formado al cabo de 5 afios si el interés es compuesto

a)Anual
b)Semestral

c)Trimestral
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Solucion:

P=capital inicial ; i=rédito en % por periodo de tiempo
S=capital acumulado al cabo de n periodos

Al final del primer periodo : Interés =Pi

Capital=P+Pi=P(1+i) . etc

El capital acumulado al cabo de n periodos es

S=RA1+)"

a)Como se cobran los intereses una vez al afio n=5 ; i=0,06
S= A1+ i)" = 400000(% 0,08)= 5352¢

b)Como se cobran los intereses dos veces al afio n=10 ;
i=(0,06)/2=0,03

S= A1+ )" = 400000(% 0,03y= 5375¢

c)Como se cobran los intereses 4 veces al aifio n=20 ;

i=(0,06)/4=0,015

S= A1+ i)" = 400000(% 0,018y= 5387

Problema 50.-
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Hallar el capital P que se debe invertir al 4% de interés compuesto
semestral para que al cabo de 3,5 afos se trasforme en un capital
S de 500000 pesetas.

Solucion:

Como se cobran intereses dos veces al afio n=2(3,5)=7 y el rédito
es en % y por periodo es i=(1/2)(0,04)=0,02 , entonces

P =S+ i) =500000(% 0,02] = 4352¢

Problema 51.-

Hallar la media geométrica entre los siguientes

a4y9 = G=/4D
b) -2 y-8= G=-J(-2)8)=-4
O)NT+V3 y V7T-V3= G=y (/7+V 3/ -V 3 :
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Problema 52.-

Demostrar que la media aritmética de dos numeros p,g e€s mayor o
igual que la media geométrica

Solucion:

(p-0)*=20= p°-2pg+ f=20= pP+2pad 4= 4 pe

+ +
(p+q)224pq:>(p2q)2 pG= p2 9> [ pq

Problema 53.-
Intercalar 2 medios geométricos entre 686y 2

Solucion:

o 1
=686 ,a,=2=ar=686°=>r’=—=——r==
> ’ = 686 343 7

Los nimeros son 686 , 98 ,14 , 2

Problema 54.-
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Intercalar 5 medios geomeétricos entre 9 y 576
Solucion:

=9,4a=576=ar=9=>r°=64>r==+:
& ; &

Los nimeros son 9, 18, 36, 72, 144, 288, 576 o0 bien
9, -18, 36, -72, 144, -288, 576

Problema 55.-

Hallar la suma de la serie

a)2+1+1+£+____ §:i:_2: Z
2
L
pi-2,4 .8, o_ 3 _1
3 9 27 81 2, 5
1-(=3)
3
014t L g=—1 _96
1,04
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Problema 56.-

Expresar los niumeros periédicos siguientes por medio de una
fraccion racional

a) 0,444....

b) 0,4272727...
c) 6,305305...
d) 0,78367836...

Solucion:

a) 0,444...=0,4+0,04+0,004+... a=0,4 ,r=0,1

. @ _04_04_4
“1-r 1-0,1 0,1 ¢

b) 0,4272727...=0,4+0,272727 ...
0,272727...=0,027+00027+...  a=0,027 ,r=0,01

S, =042 =04 2020 _ 4
2 1-r " 1-0,01 1AC

c) 6,305305...=6+0,305305...
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0,305305..=0,305+0,000305+.... a=0,305 , r=0,001

< —gr d - 0305 _ (30
© 1-r 1- 0,001  99¢

d) 0,78367836....=0,7836+0,00007836....a=0,7836 , r=0,0001

o ._@ _ 07836 _ 261
® 1-r 1-0,0001 333

Problema 57.-

Las amplitudes de las sucesivas oscilaciones de un periodo forman
la PG 16, 12, 9...cm. Hallar la distancia total recorrida por la
esferilla del péndulo hasta alcanzar el reposo.

Solucion:
S = a - 16 = 64cm
1-r 4.3
4
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Problema 58.-

Hallar el nimero de términos que se debe tomar de la serie

(1/3)+(1/6)+(1/12)+.... para que su suma difiera de los
correspondientes a los infinitos términos en menos de una
milésima.

Solucioén:
Sm_aza_a(l—r):ar< 1 a:—l, :_1
1-r 1-r 1-r 1000 3 y
1,1,
39 1
< — 32" > 2000
~1 1000
2

Para n =9 no se cumple pero si para n=10 si se cumple la
desigualdad ,asi ,deben tomarse por lo menos 10 términos.

Problema 59.-
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Calcular el término15delaPH 1/4 ,1/7 ,1/10 ...

Solucion:

La PA correspondiente es 4, 7, 10 ...y el término 15 es

a+(n-1)d=4+3(15-1)=46 y el término 15 de la PH es 1/46

Problema 60.-

Deducir la formula para la media arménica H de los nUmeros p y q

Solucion:

1/p, 1/H, 1/q forman una PA ,luego 1/H-1/p=1/q-1/H
despejando H resulta H=2pqg/(p+q)
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Problema 61.-

Hallar la media armonica entre 3/8 y 4

Solucion:

H=2pa/(p+q)=2(3/8)(4)/((3/8)+4)=24/25

Problema 62.-

Intercalar 4 medios armonicos entre 1/4 y 1/64

Solucion:

Debemos hallar 4 medios aritméticos entre 4 y 64

a=4, a,=64= 4+ (6- ld= d= 1-

La PAes 4, 16, 28, 40, 52, 64 entonces la PH es

1/4, 1/16, 1/28, 1/40, 1/52, 1/64

Problema 62.-
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Hallar los tres medios armaénicos entre 10 y 20

Solucion:
1 1 1 1
=—, a=—=—+(B-1)d= d=-—
4 10 % 20 10( ) 8(

Entonces la PA es 1/10, 7/80, 6/80, 5/80, 1/20 yla PH es
10, 80/7, 40/3, 16, 20.

Problema 63.-

Determinar si -1, -4, -2 es una PA , una PG o una PH

Solucion:

Es una PH pues 1/(-1), 1/(-4), 1/2 es una PA

83



Problema 64.-
Enla PA -7, -5, -3, ....¢Existe algun término igual a 657
Solucion:

a=-7,d=2
a,=—7+(n-1)d=65= n= 37= a, = 6!

Problema 65.-

a) Intercalar 7 niameros entre 3 y 15 de modo que se obtenga una
PA de 9 términos

b) Interpolar x medios aritméticos entre x*> y 1

Solucion:

a)

a=3,8=15=3+ 8= d=g
9 15 21 27
=—, :6, =—, :9, =—, :12’ =
=& > 8 a 5 & % > g 3 >
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b)

a=xX,a,=1= X+ (x1)d= d= I x
a,=x-x+1,a=x%-xt1 xt1= %- 2% 2..et

Problema 66.-

a) El cuarto término de una PA es 4 y el séptimo es 2. Encontrar los
tres primeros términos

b) En una PA el primer término es 2 , el n-ésimo es 29 y la suma de
estos 29 términos es 155 . Encuentre la diferencia.

Solucion:

a)

a,=4=a+3d , a=ag+6d= g= 6,d:—§

_ _16 _14
=8=6,8=">,a=>

b)
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a=2,a=29,S =155
S, :155:2(2+ 20} = 1
a,=29= 2+ A =d= 3

Problema 67.-
Calcular la suma de
a) Los 21 primeros términos de la progresion

a+b 3a-b
a,

2 2

b) Los 15 primeros términos de una PA cuyo n-ésimo término es
4n+1

Solucioén:
a)

=a+b -4 =3a—b:> d= a—b
3 5 y & e 5 5

21, .a+b a-b,_21_, .,
%1—?(2(7)"‘(20)—2)——2(113 %)
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b)
a,=4n+l=3=5 , a,= 61

515:1—25(5+ 61)= 495

Problema 68.-

Dividir 20 en 4 partes que estan en PA y tales que el producto de la
primeray la cuarta sea al producto de la segunda y la tercera
como2esas3

Solucion:

Sea t un punto intermedio entre el segundo y el tercer término ,
entonces

3 d d 3
=t-—d , aa=t-—, a=t+— , g=t+—d
E 2 E 2 : 2 & 2 -

ata,+a+ta=20=4t=t=5

3 3
aa, 2 (5 5d)(5+—2d)
d

aa 3 (5 dygd
(5-2)5+)

a=2,a=4,8=6,3=3

=>d=2=
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Problema 69.-

En un estanque cae agua a razén de 2 gal/min en el primer minuto

4 gal/min en el segundo minuto , 6 gal/min en el tercer minuto , etc.

¢,Cuanta agua habra en el estanque después de una hora ?
.Suponga que el estanque estaba vacio inicialmente.

Solucion:

a=2,a=4,.,3,=120 ,d= .
S =%)(2+120): 3660gal

Problema 70.-
a) Obtenga el medio geométrico entre V7 +3 y J7-3

b) Interpole tres medios geomeétricos entre 24 y 3/2

c)Calcule el término 12 de una PG cuyo tercer término es 1/2 y cuyo

octavo término es 16.
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Solucion:

a)

JAT 37 3)=A 7= 3=

b)

a1:24,a2:12,a3:6,a4:3,35:g
c)
a,=ar,a=-ar=r=32=r=2
1 . 1
=_ = =4 =
s 5 al a= & 3

1
==(2%)=2
a, 8( ) =256
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Problema 71.-

En una PG de n términos se tiene que el primero es 7 , el dltimo es
448 y su suma es 889 . Obtenga la razon.

Solucion:

a =448=T7""=r"= 64

7(1-1") _ggo- 70-64)  _,
1-r 1-r
Problema 72.-

En cierto cultivo las bacterias se duplican cada 20 min. ¢ Cuantas
veces el nimero original de bacterias hay en el cultivo al cabo de 2
horas , suponiendo que ninguna desaparece ?

Solucion:

N = Numero original
a, = 2N alos20min
a, =4N alos40min
a, =8N alos60 min
a, =16N alos80min
a; =32N alos100 min
a; = 64N alos120min
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Problema 73.-

Los términos de orden p, q,s deunaPGsona,b,c
respectivamente .Probar que a*°*b*fc” =1

Solucion:
a'b* PcP 9=1
a =a=ar",g=b=3r"", a=c ar'=

A" e 9= (1) T {ar®) < fgr P
a1(q_S)+(S_ prCp a rpCehlea Fr(al)(s p(-<)( Pl= 0301

Problema 74.-

a) Calcular la serie

1+i+i+_“

100 1¢

b) Escriba el numero decimal periédico 0,42323232... como
fraccion
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Solucion:

=1, r=—
% 100
S = 1 _100
_ 1 99
100

b)
42

0,42323232= —+
100

1

100 1
100

42 4
e 32(_10080) ==

526

1d

19
90

1
+— +

10
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Problema 75.-

Sea -1<x<1 .Calcule la serie

S=1+2x+3X+4X+ ...

Solucion:

S=1+2x+3X+ 4X+ ...
S-Sx=(1+2 % 3 k+..)> (& 2X+ 3%+ .. F
1+ X+ X+ X +..=

1 1

SA- X)=—=S= >
1-X (1-x)

Problema 76.-
Sea la serie ) 10e™**
k=1

a) Calcule la suma de los 10 primeros términos

b) El error que se comete al aproximar la suma de la serie por la
suma en a)
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Solucion:

_ al(l— ) _ 1007015 (1- (e—o,ls)lo)

=l 1-r 1-e01
l%—o,lS
S, == 6179

Error =61,79- 48,5 13,25 22%

Problema 77.-

30
60

30

En la figura se tiene

= 48,5
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OA=1m , O AOB=30C
Calcular AB+ BC+ CD+....

Solucioén:
serBOOzl , cosS@zﬁ
2 2
A=) pe-1¥8 pe-1VeVs
2 2 2 2 2 2
o=l =3
2 2
1
s=—2_=_1
L3 2-43
2
Problema 78.-
TN

)
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En un circulo de radio R se inscribe un cuadrado , en este cuadrado
un circulo , en éste otro cuadrado y asi sucesivamente ¢ Cual es el
limite de la suma de las areas de los cuadrados? ¢, Cual el de los
circulos?

Solucion:
Si g es el lado del primer cuadrado tenemos
a’+a’=(2R’= a= R/2

El segundo circulo tiene radiob JZQ

a,=bV2=R, afg,---
. R R
Radios R—= ,—— ,.....
V2 ' 2y
AreaTotal= 7 R (lki+i+ Lo F MR- = AR
V2 2y 11
2

Y para los cuadrados tenemos

alz\/zR’ a = R, @:3

Area Total= R(2+1+ (\/%)2+(\é)4+....): F%(2+1_—11): 4R

2
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Problema 79.-

La suma de tres numeros en PA es 33. Si a dichos nimeros se les
suma 2, 1, 6 respectivamente se tiene una PG . Encuentre los
ndmeros.

Solucion:

a=a-d,a=a,, 3= a+ =

ata,+a,=33=33,= a=11
Ademas

(a,+1)° = (8, d+2)(a,+ d+ 6) con g = 1
Desarrollandotenemos
d*+4d-77=0=d= 70-11

Los niumerossod, 11,18 ®2,11,0

Problema 80.-

¢Paraquévaloresdeg y n el polinomibxa "x+a -%
es divisible pof x1)°?
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Solucioén:

Por divisidnsin tética

1 -a 0 0........ Oa -1:1
1 1-a 1-a... xa 1

1 1-a 1-a......cccc....... 1 O 1

1 2=, - 2y f— 3P+ 2a+ 1
1 2-a0a 3—2r....uunen. n- 2 n- 8+ o
(n—2)—(n—3)a+1—a+120:>a:n—nz
n>2
Problema 81.-

La suma de 4 numeros en PA es 20 y la suma de sus reciprocos en

25/24 . Hallar los nimeros.
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Solucion:

Seaa= a3t a= a t a= a t p= a3t
—atatat+tag=4a=20= a=5

Ademas
1 1 1 1 25 2% - 16
+ + + =—=10¢( =
a-3t a+3t a-t a+tt 24 (& - t)(d&-9t)
Ot* -154°+ 145 O=>t=+ 1+ :;45

Con a=5 vy los valores det se obtienen los nimerodidues

Problema 82.-

Tres numeros estan en PA y su suma es 4 y la suma de sus
cuadrados es 50/9

Solucion:

a=-a-t,a=-a, a=- a t=
atat+ta=4=>a=4/3

50

(a-t)’+a’+(at)’=—"=t’= t=+

E
3

Los nimeros son ,

oo|4> U
l—\

<

9
5
3

oo|4>
@
00|U'I
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Problema 83.-

En la ecuacion  x*+(@Bm+5)X+ (m+17°=0

determinar m de tal modo que sus 4 raices estén en PA

Solucion:

a=-a-3t,a=-at,g=at, g= a3d
ata+at+a=4a=0= a=0

Ademas

(=3t)(=t)+ (=3t t+ (-31)(B)+ )& (3t t(3t)F
=-10 =—(3n+ 5)= 1G°= 3n+ 5 (¥

Ademas

(-3)(-)t(B)=9t = M+ )= F*=m+ 1 (*)

De (*) y(**) se tiene m=5 (t= i\/_2)

Problema 84.-

En una PG de tres términos la suma es 224 y la suma de los
extremos excede en 96 al término del medio .Calcular los 3

términos.
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Solucion:

a
31:? & =a, g=ar

E+a+ar:224 ,E+ar—96:a:>
r r
at+(a+96)=224= a= 64>
2r° =5 +2=0=r = 20 %

LaPG es32, 64,128 o 128,64 ,<
Problema 85.-
¢, Cuantos términos tiene una PG con a =8, g, =530,5 ,r= 1,: ?

Solucion:

a, =530,5= 83(1, 2" =
_ In(66,3125)
n=———"+

1=24
In(L, 2)
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Problema 86.-

La poblacién de un cierto pais es de 5000000 de habitantes y tiene

un crecimiento anual de 1,7% ¢ Cual sera el niumero de habitantes

dentro de 10 anos?

Solucion:

Sea & 5000000

17
En10 afios habra &+——)° =
& 100)1

L7 ¥ = 5.918.06Rersona:

100

5000000(%

Problema 87 .-

En una PG

a)

a, =30, a,, = 900 Calcular a

b)

a+a,=56,a+a=24 Calcular §
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Solucion:
a)
a,=ar =30, a,=ar'=900=
£ 1
r*=30=r =30*=a, = 30(30* =

1 15 4

a,, =30(302* )(30* )= 30 = 93,2169

b)
a,+a,=56=a+ar

a,+a,=24=ar+ar
Eliminandoa=

3r?-10 +3=0=r = 30 %:
a, =2 054

54(318 ~1)

6560

S = 2(382_ Y6560 0 =

2

3

81
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Polinomios
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Problema 1.-

Sean los polinomios

P(X)=2X +5X - 3x+ 8, q(X= 4%+ 7x ¢
Calcular

a) p(x)+a(x)

b) p(x)q(x)

¢) p(x)-a(x)

Solucion:

a)

P(X)+ ¥ =(2+0)X + (5+ 4)X + 3+ 7)x (8 3F
2X° + 9% + 4x+ 5

b)

P(X)ARN=(2R+5X-3x 8)(4xX+ 7% 3F
(8X>+20x' —12¢ + 32¢ *+ (14¢+ 35— 2¥+ 56&4
+(—6x° —15x° + 9x— 24 8¢+ 34+ 1H- &+ 65 =
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C)
P(X)-aAXN=(2-0)X+ (5- 4)X+ 3~ 7)x (8 3F
=2x*+ x* —10x+ 11

Problema 2.-

Determinar las constante A , B, C para que se cumpla

AC+Bx+tC _ 2 9 8
(X-D(x—-2)(x—3) x-1 x2 x3

, X#1,2,3

Solucion:

AX +Bx+ C _ 2(x2)(x3)-9(x 1)(» 3¢ 8(x 1)(x 2)
(x=1)(x=2)(x-3) (x=1)(x= 2)(x 3) -
. X*+2x+1
~(x=1)(x-2)(x- 3)

= A=1,B=2,C=1
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Problema 3.-

Encontrar el cuociente y el resto cuando se divide 3x® - 4x+ 2

por x+3

Solucion:
30-4 2|-3
-9 27 69|
3-9 23 -6/~

Cuociente 3 -9 % 23 Re ste 6]

Problema 4.-

¢Para qué valores de ay b, el polinomio 3x’ +bx- I - a

es divisible por x+2 , pero al dividirlo por x-1 da resto 1?
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Solucion:

Por el Teorema del resto p(-2)=0 , p(1)=1 entonces

12- b-b*-a= 52 10

= a=—,b=—
3+b-b*-a=1 9 3
Problema 5.-

Sea p(X)=x+bR-13X-14x 24

a) Determinar b de modo que -2 sea raiz de p(x)

b) Calcular las raices restantes
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Solucion:
a)

p(-2)=0=16-8b , luego b=2

b)

-2 0 26 -24
1 0 -13 12 0

1 2 -13 -14 24|—_r

Queda x*-13x+12=0 que tiene 1 como raiz y dividiendo por x-1

se obtiene x*+x-12 cuyas raices son 3y -4

Problema 6.-

Resolver la ecuacion  3x*-2x*-6x+ 4= C

Solucion:

Las posibles raices racionales son:
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I+
wl

Se comprueba que 2/3 es raiz y haciendo la division sintética se
obtiene 3x*-6 .Asi, las raices son

2 V2,2

Problema 7.-
De la ecuacion  x*-x-15xX°+19x- 4= C se sabe que 2-+/3

es raiz . Hallar las otras raices.
Solucion:

Sabemos que 2++/3 también es raiz .Entonces el polinomio es
divisible por x*>-4x+1 (que tiene estas raices) y efectuando la
division resulta x*+3x-4 cuyas raicesson -4 y1
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Problema 8.-

Demostrar que si p(x) y q(x) son polinomios tales que g(x) es
divisible por p(x) y p(x) es divisible por q(x) , entonces existe c

tal que p(x)=cq(x).

Solucion:

Existe q,(x) talque q(x)=p(¥Xq(® (1) .Analogamente existe q,(x)
tal que px)=qx)q, x) (2) .Reemplazando (2) en (1) tenemos
q(x) =a(x) q, ) (X)= a(x)(@= g (Y g(3)=C

Sig(xX)=0 por (2) p(x)=0 , luego p(x)=c q(x) para cualquier c

Si

R(Yq(R=1= gdd g( x  ¥=0=
gda(q(®) = gd¢ o( ¥=0= ¢ ¥=

y reemplazando en (2) se tiene p(x)=c q(x)
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Problema 9.-

Sean p(x) , q(x) , r(x) polinomios tales que q(x) es divisible por p(x)
y r(x) lo es por q(x) . Demostrar que r(x) es divisible por p(x).

Solucion:

Existen polinomios q(x) , g(X tales que

q(¥) = (¥ q(3 @)
rx)=a(¥) (¥ (2)

Reemplazando (1) en (2) tenemos
r(x) =p(x) g (x)q, ()

Luego r(x) es divisible por p(x).

Problema 10.-

Si p(x) es un polinomio y a , b son reales obtenga una expresion
para el resto que se obtiene al dividir p(x) por (x-a)(x-b).
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Solucion:

Si a=b, por el algoritmo de la division tenemos

p(X=(x-ad3+r (1)
qx)=(x-a)q k)*+r" (2

De (1) r=p(a) y ademas despejando g(x) resulta

P(¥) - K3

X—a

q(x) = (3)

de (2) r'=q(a)
Ademas si reemplazamos (2) en (1) queda

p(x) = (x—ay g (x)+ r'(x-a)+r

Luego el resto en cuestion es

r(x)=r'(x-a)+r=q(a)(x-a)+p(a) , siendo q(x) el polinomio definido en

3)

Supongamos ahora que a=b con gdo r(x) <gdo (x-a)(x-b)

Luego p(x)=(x-a)(x-b)q(x)+cx+d
p(@=catd y p(b)=cb+d
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Resolviendo este sistema se tiene

_P(@-pb) _ap(b- b3 _

- a-b a—-b
) =P@- D . ak b bp

a-b a—-b
Problema 11.-

Sea p(x)=aX+3bX+3ce d, = a+2 bx ¢ ac

tales que p(x) es divisible por q(x) .Demostrar que p(x) es el cubo
de un binomio y q(x) es el cuadrado de un binimio.

Solucion:
Por hipotesis , existe k tal que p(x)=q(X)(x+k) o sea
p()=aX+3bX+3cx d, § x= a+2 bx ¢ acC

ax +3bX +3cx+ d= ax+ 2 bkx+ cx ka2 kbx Kkc
=ax’ +(2b+ ka) X+ (2 kb ¢ % ke>
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3Bb=2b+k
3k =2kb+c= b= ka, = kb, & ke %
d=kc

Luego

p(X)=a(X+3kX+3K % R)= & x K= 6*2)3
q(X) = a( X +2kx+ K)= 4)&2)2

Problema 12.-

Sean p(X)=x*+1, q(X)=X-2x3

Encontrar a(x) , b(x) tales que a(x)p(x)+b(x)gq(x)=1

Solucion:
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X* +1=(X° = 2x— 3)[1+ 2x+ 4

x> —2x—3= (2x+ 4)% (x— 4 5

= 5=(x*-2x- 3)—% (2x— 4)(x— 4
(x*=2x- 3)—% (¢ +1)- (€ - 2x= 3))(x- 4)=

—%(x2 +1)(x=4)+ (2 - 2x= 3)(1+ X;“

=

1= i (4-x)(xX* + 1)+i (x— 2)(X¥ - 2x- 3)
10 10

Luego

a(x):%m—x) , b(x):l—lo(x— 2)

Problema 13.-
Demuestre el algoritmo de la division . Dados

a(x) , b(x , (¥#0 .03, (¥ tal que
a(x) =Xy 3+ (3 con (x=0 o gdof )< gdob(x)
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Solucion:

Sean
a(x)=ag+axt...+ax
b(X)=Q+hxt....+ h X , h#C

1) Si a(x) es el polinomio nulo o si gdo a(x)< gdo b(x) entonces se
tiene la representacion

a(x)=b(x) 0+a(x)
i) Supongamos que n=gdo a(x) es mayor o igual que gdo b(x)=m

Por induccion se tiene que

a) Para n=1. Si gdo b(x)=1 entonces

a(x)= 8 +ax=(h+ M%H @—%’OF bX G ()

con gdo( >):gdo(ao—%b°)= <1

Si gdo b(x)=0, entonces
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= = ﬁ & 0=
a(¥) =g+ ax la(bo ﬁb0)+

=b(X)(X + 0, con (R=0

b)

Supongamos que

Op(X) U P_, se tiene el iy oritmo
Sea ¢ ¥= a+ at....+ ak , g 0, entonces
a()- XY= a(30 R,y por la

n

hipotesis de induccion
a(x)=0hxq(3+ (3 donde( =0 o gddr)x m

a(x)=%f‘mbm+ a( >1=<% L™+ o RO+ ()= oD 3+ (Y

gdor(XY)<m
Problema 14.-

Hallar el resto de las divisiones siguientes
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)2+ X -1&- 4):xk- 2> R= f(2Fr- 1
b) (X' =3 +5x+8):(x+ )= R= fC1)=7
C)(4x3+5x2—1):(x+%):> R= f(__;):__i'l

d) (-2 + x-4): (Y= R= f(0)=-4
e)(%x?—gx% x——?:(Zx—3):> R f(—?;)=o

f)(x8—x5— x3+1):(x+ D= r= f(-i)=2
Problema 15.-

Demuestre que x-3 es un divisor del polinomio

f(X)=X —4X-T7X + 22x+ 24
Solucion:

f(3)=81-108-63+66+24=0

Luego (x-3) es un divisor del polinomioy x=3 es una raiz del
mismao.
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Problema 16.-

a) ¢Es—-1 raizde f(3= %7 x 6= 0?
b) ¢Es 2 raizde (x)=y'- #-y+ Z 07?
C)¢Es2iraizde f(2)=27+ 32+ 8z 12 0

Solucion:
a) f(-1)=0 , luego es raiz
b) f(2)=13 , luego no es raiz

c) f(2)=0 , luego es raiz

Problema 17.-

n

Demostrar que x-a es un divisorde X —a

n

Solucion:
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f(x)=x-a = (=0

Luego x-a divide a f(x)

Problema 18.-
a) Demuestre que X°+a° es divisible por x+a

b) ¢Cuél es el resto de la division de  x°+a° por x+a ?
Solucion:
a)

f(x)=x+a= f(-9=0

luego f(x) es divisible por x+a
b)
f(x)=xX+a= f(-g=2&

Luego f(x) no es divisible por x+a
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Problema 19.-

Demostrar que x+a es un divisor de X" —a" sines par , pero no lo
es sin es impar .

Solucion:

En efecto

f(x)=x"-a'= f(-a)=0, n par
f(x)=xX"-a"= f(-a)=-2d" , n impal

Problema 20.-

Hallar los valores de p para los cuales

a) 2X - pX+6x-3p es divisible por % 2
b) (X' - pP°x+3- p:(x3) tiene restet
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Solucion:

a) f(-2)=0=-28- 7p= p=-¢
b) f(3)=4=84-3p’--p=

3p°+ p-80=0= p=5o0 —136

Problema 21.-

Efectuar la division sintética

(B3Xx°—4x*—5x>— 8x+ 25):(x 2
Solucion:

3 -4 -5 0 -8 25[2

6 4 -2 -—4-24
3 2 -1 -2 -12 1
Cuociente3 X+2 Xx— %X-2 x12 restd
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Problema 22.-

Efectuar la division sintética
(x* —=2x3 - 24x° + 15x+ 50): (x+ 4

1 -2 -24 15 50|
-4 24 0-60
1 -6 0 15-10

Cuociente x—6 %+15 resto- 1C

Problema 23.-

Efectuar la division sintética
(2x* =17x° - 4): (x+ 3)

2 0 -17 0 -4 |-}
-6 18 -3 9

2-6 1 -3 5

Cuociente2 %X—6 %+ x 3, restos
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Problema 24.-

Efectuar la division sintética

(4x° -10x° + x— 1) (x—% )

4 -10 1 -1 |1/
-2 -4 -3/2

4 -8 -3 -5/2

Cuociente4 X-8 3 , resto-5/2

Problema 25.-

Dado f(X= X-6X-2 40 calcula
a) f(-5)

b) f(4)

Por divisidnsin tética
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Solucion:

a)

1 -6 -2 40 |-5
-5 55 - 265

1 -6 -2 40 |-!
-5 55 - 265 T

1 -11 53 -125
Luego f(-5)=-225

b)

1 -6 -2 40 |:
-4 -8 -40

1 -2 -10 O

Luego f(4)=0

Problema 26.-

Sabiendo que unaraiz de x°+2x°—23x-60= ( es 5, resolver la

ecuacion
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Solucion:

1 2 -23-60]!
5 35 60
1 7 12 0

=X +7x+12=0=> x=-40 - *

P

Problema 27.-

Dos raices de x*-2x*-3x-2=0 son-1y2 .Resolver laecuacion

Solucion:

1

0 -2 -3 -2|-:
-1 1 1 2

1 -1 -1 -2 0 |2
2 2 2
11 1 o0

X>+X+1=0= x=

~12+i/3
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Problema 28.-

Hallar las raices de las ecuaciones

a) (x—1)2 (x+ 2)(x+ 4)= 0= 1 (doble) - 2 - 4

b) (2x+1)(3x- 2} (2x- 5F 0= —% g triple ),—2

c) X*(x=5)(x+3)= 0= Of(triple) ,5 - 3
d)(Xx+1+/3)(x+1-/3)(x-= 6)= 0= - +/ 3 - ¥V 3,
&)((x— )(x+ )*(x+1)2 = 0= i (triples) ,— 1(doblg

f) 3(x+ m)*(5x—n)* =0= —m (cuadruplé g ( doble

Problema 29.-
Escribir las ecuaciones cuyas raices se indican

a)5,1,-3= X-5x- )X+ 3= 0
1 1

02,4 =5 = - 2)(x+:11)(x+—;): 0

Q) +2,2+/3 = (x= 2)x+ 2)x—= (2 3)x (& 3F |
d)0,1+5 = x(x- (I+ 5))&- (= 5)F O
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Problema 30.-

Escribir la ecuacion de coeficientes enteros cuyas raices son las
gue se indican

a)l,— ,—%: X-1)(2x-1)(X+ 1= 0

Dlw NP
wIinN

b)0,2 < —1= x(4x- 3)(X- 2)6+ 1F O

i 120032

C) % 3i ,17: (x=3)X+3)x- >

0

d)2(raiztriple) - 1= (¢ 2j &+ 1= O

Problema 31.-

Hallar los valores de A y B para los cuales la ecuaciéon

A(2x+3)+B(x-4)=3x+10 es una identidad
Solucion:

(2A+B)x+3A-4B=3x+10 Entonces 2A+B=3 , 3A-4B=10,

de donde resulta A=2 , B=-1
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Problema 32.-

Hallar los valores de A ,B ,C para los cuales

A(X-3)(x-1)+B(x+1)(x-1)+C(x+1)(x-3)=6x-10 es una identidad
Solucion:

Desarrollanda

(A+B+C)x*+(-4A-2C)x+ 3A- B- 3C= 6x 1(
= A+B+C=0,-4A-2C=6,3A B 3C=>
A=-2 ,B=1,C=1

Problema 33.-

Sabiendo que los niumeros indicados son raices de una ecuacion de
coeficientes reales , hallar otra raiz de dicha ecuacién

a) 2i , otraraiz es—2i
b) -3+ 2i ,otra raiz es— 3— 2i

c) -3-iv/2 , otraraiz es-3+ i/ 2
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Problema 34.-

Sabiendo que los niumeros indicados son raices de una ecuacion de
coeficientes racionales , hallar otra raiz de dicha ecuacion

Solucion:

a) -7 , otra raiz es\7
b) -4+ 23 ,otra raiz es- 4- 2/ z
J2 V2

c) 5—-—— , otraraiz esb+—
2 2

Problema 35.-

Estudiar los razonamientos siguientes

a) X +7x—-6i=0,tieneuna raiz ¥ + x— ies otra raiz
b) X3+ (1- 23} + (5- 2/ 3x+ 5= Otiene una raiz/ 3- v -
Iuego\/§+ /2 es otra raiz

Q) X +(1-2/2)% + (4- 2/ 2% (3- 4/ 2x+ £ Qiene una
raiz —1++/2 ,Iuego—l—\/_Z es otra raiz
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Solucion:

a) -i No es necesariamente una raiz , porgue no son reales todos los
coeficientes de la ecuacion

b) Cierto, pues los coeficientes de la ecuacion son reales

c) No necesariamente , porque no son racionales todos los
coeficientes de la ecuacion

Problema 36.-

Escribir la ecuacion de menor grado de coeficientes reales que
tenga por raices 2 y 1-3i

Solucion:

1+3i debe ser otra raiz , entonces

(x=2)(x-(1-3))(x— 1+ 3))=xX - 4¢ + 14— 2
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Problema 37.-

Escribir la ecuaciéon de menor grado de coeficientes racionales que
tenga raices ~1++/5 y —6

Solucion:

Debe tener también -1-+/5 entonces

(X = (~1++/5))(x= (-1-/B))(x+ 6)= X + 8¢+ & 2
Problema 38.-

escribir la ecuacion de cuarto grado con coeficientes racionales que
tenga dos raices

a) 5 Yy J6

by 2+ Yy 1-/3
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Solucion:

a) (x+5i)(x=5i)(x=v6)(X++/6)= X' + 19¢ - 15C= |
b) (x=(2+))(x= (2= i))(x— @~/ 3))(x— (B 3))=

X =6 +113%-2x-10= 0

Problema 39.-

Hallar las raices de x*+2x*+1=0

Solucion:

X*+2x°+1= (X +1°= 0=

X=, 0, -1, i
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Problema 40.-

Resolver x*-3x’+5x°—27x— 36= ( sabiendo que una de sus
raices es bi, b real

Solucion:

Si hacemos x=bi tenemos

b* +3b’i - 5b* — 27bi— 36= 0=

b* -5b°-36= 0= b=+3

Ademas

30°-27b= 0= b= 0 ,*+ 3

Lasolucioncomunes3—= +£3 i sondosraices

= x° +9 divide al polinomio y resulta

x> —3x-4 = (x—4)(x+1) y lasotrasraicessod -y
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Problema 41.-

Escribir la ecuaciéon de menor grado de coeficientes racionales que
tenga una raiz igual a

a) V3-4/2
) V2+i

Solucion:

a)
x=v3-V2= ¥ -5=-2/6= X' - 10¢+ E (
b)

X=V2+i=>x-1=2/d=x*- 2+ &= (

Problema 42.-

a) Escribir la ecuacién de menor grado de coeficientes constantes
gue tengan las raices 2 y 1-3i
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b) Escribir la ecuacion de menor grado de coeficientes reales que
tenga-6 y ~1++/5

Solucion:

a)

(x-2)(x-(1-3))=x-3@1-iXx+ 2= 6= (
b)

(X+6)(Xx— (=1+~/5))= ¥ + (7-v/ 5)x— 6(/ 5 1F (

Problema 43.-
Hallar las raices reales si existen de las ecuaciones
a)

x*—2x*-3x-2=0

b)
x*-x-6=0
Solucioén:

a) -1y 2 bh) 2
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Problema 44.-

Hallar las raices racionales si las hay
a)

2x3+ X —7x-6=0

b)

2x + X2 +2x-4=0
Solucioén:
a -1, 2, -3/2 Db) nohay

Problema 45.-
Resolver la ecuacion x3—2x%—31x+ 20=
Solucioén:

-5 Unica raiz racional y dividiendo se tiene x*-7x+4=0

7++/33
2

de donde resulta X =

138



Problema 46.-

Resolver 2x*—=3x®—7x— 8x+ 6= (

Solucion:
Se verificaque 3y 1/2 son raices y dividiendo se obtiene
X*+2x+2=0=

X=-1=#I|

Problema 47.-

Demuestre que J3+4/2 es un namero irracional

Solucion:
X=3+/2= ¥ -5= 2/ 6=
x*-10x*+1= 0

Los unicos candidatos a raices racionales de esta ecuacion son -1y
1 ,luego x no es racional , o sea x es irracional
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Problema 48.-

Escribir una ecuacion , en la variable y , cuyas raices sean el doble

. 3 2 _
de las raices de la ecuacion X —6X +11x— 6= C

Solucion:

y=2X= x:%:

Yyo_g Yz 411 )- 6
(2 -6()° +11¢))- 6= 0=

y®—12y° + 44y— 48= 0
Problema 49.-

Escribir las ecuaciones en y cuyas raices sean iguales a las raices

de las ecuaciones dadas multiplicadas por los nimeros que se
indican

a) X-X-7x+3=0 (2)
b) ¥-19x-30=0  (3)

3, 4 _
Q) X+ K-22=0  (5)
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d) 32x' - 2x-1=0 (4)
e) 2X+3X+1=0 (3)

f) x*-12x*-16x+192= 0 % |

Solucion:

a)
_y Yiza /Y2 y _
x=2 = - ?2-7H+3=0
2:>(2) (2) (2) =
y* —2y*—28y+ 24= 0

b)

_Y Y\s y —
X===(=)"-19(=)-30= 0=
3 (3) (3)

y*-171y-810= 0
C)

4

X:X:(l')“ +§(_y)2__:o:>
5 5 55 25

y* +15y*-100= 0
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d)

x=-3 =22y +3cL)P+1= 0=
3 3 3

2y° —81y* - 243= 0
f)

X=4y= 2(4yy -12(4yj - 16(4 ¥ 192 &

y’=3y’ - y+3=0
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Problema 50.-

Hallar las ecuaciones en y cuyas raices sean iguales a las raices de
las ecuaciones dadas multiplicadas por el menor entero positivo
necesario para que las ecuaciones pedidas tengan todos sus
coeficientes enteros y el coeficiente de la mayor potencia sea igual
a la unidad .

a)
- -Sx+2=0

2 8
b)
x-3¢-X+log

9

C)
8 +18x° + x— 6= O
d)

5x°+3=0
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Solucion.-
a)

Hacemos x=y/2 entonces

Yia_Yv2 3, %, 9 3 2

=) - (=) "——=(2)+—-=0=>y -2y°-6y+ 9= (
(2) (2) 2(2) - y —2y° -6y

b)

Hacemos x=y/3 entonces

Yya_g ¥y L
3 G

C)

Hacemos x=y/4 entonces

(—é)ﬁgzo = y*—9y’— y+ 9= 0

8(%)3+18(%1/)2+—Z— 6= 0= y°+ %+ y— 48 |

d)

Hacemos x=y/5 entonces

5(%)3+3: 0= y°+75= (
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Problema 51.-

Resolver 54x3—9x*—12x— 4= (

Solucioén:

Escribi ¥-ix-24- 2.9 h =y/6 ent
scribimos = SR y hacemos x=y/6 entonces
Ya 1,V 2,y 2

RACIIL TR ALIILTA \ PRI, I

(6) 6(6) 9(6) 27

y’—y*-8y-16=0

Una raiz de esta ecuacién es 4 y por division se tiene

-2+
y? +3y+4= 0= )/:3——2'*/7
= X:X:E , —Eiﬁ
6 3 4 4
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Problema 52.-

Resolver

64x* — 32 + 4x° — 8- 3= (

Solucion:
Escribimos

4 1X3+iX2—}X——3:O

2 16 8 64

X

Hacemos x=y/4 entonces

4 Y\3
(4) ( ) —(2 —— — =
=y —2y3+ y—-8y-12=0

se verificaque -1 y 3 son raices y dividiendo se tiene
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Problema 53.-

Escribir las ecuaciones en y cuyas raices sean opuestas a las
raices de las ecuaciones siguientes:

a)

X +7x°+11x+ 5= C
b)

X' +3x° - x-27=0

c)

2x° —10x* — 3x+ 15= (
Solucion:

En todos los casos hacemos x=-y , entonces

a)

(Y’ +7(-y)’ +11C y)+ 5= 0= y*— 7y’ + 1ly- 5 (
b)

V) +3(-y)’ - (-Y)-27= 0= y'+ Y+ y- 27= (

c)

2(-y)’ -10Cy)' - 3Cy)+ 15= 0= 2+ 10/'- 3~ 15
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Problema 54.-

Escribir la ecuacién en y cuyas raices sean iguales a las raices de
las dadas , disminuidas en los nUmeros que se indican

a)

2x*—17x°+ 26x+ 45= 0 (3

b)

X*=x*-17x-15=0 €3
c)

x*-12x-5=0 (2)

d)

x*+8x*-2=0 (0,4
Solucion:

a) Hacemos y=x-3 tenemos
2(y+3P -17(y+ 3f+ 26+ 3% 45 0= F+ Y- 23+ 24
b) Hacemos y=x+3 tenemos

(y=37 - (y-3f-17(y- 31 15 0= ¥ - 107+ 16= O
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c) Hacemos x=y+2 tenemos

(y+2)'-12(y+ 2)- 5= 0= y'+ 8+ 24/+ 20 13 O
d) Hacemos x=y+0,4 tenemos

(y+0,47 +8(y+ 0,4f - 2= 0= y*+ 9,2%+ 6,8$- 0,656 0
Problema 55.-

Escribir la ecuacion cuyas raicessonl, 3, -2, -4

Solucion:

(x=1)(x—3)(x+ 2)(x+ 4)= 0=
X' +2X°-13x° - 14x+ 24= 0

Problema 56.-

Dada la ecuacion x°—-8x*+9x+ k=0 Hallar k para que una
de las raices sea el doble de la otra.
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Solucion:

sean las raices a, 2a,b

Suma de las raices =-(-8)=8=a+2a+b o b=8-3a (1)
Suma de productos de dos en dos=9=a(2a)+ab+2ab o
2a°+3ab=9 (2)

Producto de las raices =-k=a(2a)b o k =-2a’b (3)

de (1) (2) setiene a=3 ,b=-1 yreemplazando en 3 se tiene k=18

Problema 57.-

Transformar la ecuacién 2x* +8x° + 5x° — 3x+ 6= ( en otra que
carezca del término de tercer grado.

Solucion:

Suma de las raices=-4 . pero eny debe ser cero, esto es la suma
de las raices de la ecuacién mas 4 . Ello se consigue aumentando
en 1 las cuatro raices de la ecuacion dada x=y-1 :

2(y-1) +8(y— 1} + 5(y- 1f - 3¢~ 1 6 6>
2y" -7y*+3y+8=0
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Problema 58.-

Hallar la suma de los cuadrados de las raices de la ecuacion

X2 —-2x*-23x+ k=0

Solucion:

Sean las raices a, b ,c entonces

(a+b+Q°=a&+ F+ ¢+2(ab- be ar=
a’+b*+c*=(a+ b+ 9°-2(ab+ be ap=2°-2(-23)= 5C

Problema 59.-

Dos raices de la ecuacién incompleta 3x°=17x°+ ....= (

son 2 y 4 .Hallar la tercera raiz y completar la ecuacion.

Solucion:
Suma de las raices=17/3=2+4+r siendo r la terceraraiz , o sea

r=-1/3 entonces la ecuacion es (x-2)(x-4)(x+1/3)=0 o sea

3 —17x*+ 18x+ & (
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Problema 60.-

Dada la ecuacion x> —9x+ k=0 hallar el valor de k para que
a) Dos raices sean opuestas

b) Exista una raiz doble

c) Las tres raices estén es PG

d) Las tres raices estén en PA

e)Una raiz sea Y9+33

Solucion:
a) Sean las raices a, -a, b entonces

a+(-a)+b=0 o sea b=0 y producto de las raices =a(-a)b=0=-k ,0 sea
k=0

b) Sean las raices a, a, b

suma de las raices=a+a+b=0 (1)
Productos de dos en dos= 2ab+ & (2)
Producto de las raices= a’b=-k (3)

De (1) y (2) se deduce a= +/3, b=32/3 y reemplazando en (3) se
tiene k=63
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c) Sean lasraices a/r ,a ,ar entonces

) a
suma de las raices T +a+ar=0

a2
Producto de dos en dos T+a2 +a’r=0=-9 =0)

No hay solucion

d) Sean las raices a-d ,a , a+d
Suma de raices=3a=0, o sea a=0
k=-(a-d)a(a+d)=0

e) Sustituyendo en la ecuacién dada se tiene

(Y9 +33Y -9/ 9+ 3y k= 0= k= 1t
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