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                  Prólogo 
 

 

           Presentamos aquí un texto de problemas resueltos de Matemáticas Avanzadas destinado 
a estudiantes de Ingeniería . La parte teórica se supone conocida por el lector . Este libro es de 
distribución gratuita con fines netamente docentes .Se prohíbe su comercialización. 

 

                                                                  EL   AUTOR 
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RESUMEN TEÓRICOY PROBLEMAS RESUELTOS 

    El Cálculo de Variaciones se ocupa de minimizar o  maximizar una cierta integral, por  

ejemplo si queremos determinar la curva  que haga mínima la integral 

                               
2

1

21 '
x

x

y dx+∫  

que representa la longitud de la curva que une el punto    1 1( , )x y    con el punto  2 2( , )x y . 

        Más generalmente  se trata de   optimizar   una integral de la forma 

                              
2

1

( , , ')
x

x

F x y y dx∫  

La curva que satisface esta condición se llama  "extremal"  o "función estacionaria" 

y los máximos o mínimos se llaman "extremo" o "valor estacionario" 

   Se demuestra que una condición necesaria (pero no suficiente) para  la función integrando es 

                                ( ) 0
'

d F F

dx y y

∂ ∂− =
∂ ∂

        (Ecuación de Euler) 

En el caso que F no contiene x explícitamente  , una primera integral  de esta ecuación es 

                                '
'

F
F y C

y

∂− =
∂

 

También es posible incluir ciertas restricciones  , por ejemplo que los límites de la integral 

pueden no ser fijos , o que se condicione la función estacionaria a mantener constante la integral 

                                  
2

1

( , , ')
x

x

G x y y dx∫  

Si consideramos la expansión de Taylor de  

( , , ' ') ( , , ') ' ......
'

F F
F x y y F x u y

y y
εη εη εη εη∂ ∂+ + = + + +

∂ ∂
 

se define  '
'

F F
F

y y
δ εη εη∂ ∂= +

∂ ∂
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   Se demuestra que           
d

y
dx

δ               conmutan, o sea 

                ' ( ) 'y yδ δ=  

En el caso de la restricción a una integral constante se aplican los multiplicadores de Lagrange 

                     
2

1

( )
x

x

F G dxλ+∫   

y ésta última debe ser optimizada con 

                    
( ) ( )

( ) 0
'

d F G F G

dx y y

∂ + ∂ +− =
∂ ∂  

 

También se demuestra que una condición necesaria para que la integral 

        
2

1

( , , ')
x

x

F x y y dx∫          sea un extremo es que 

         
2

1

( , , ') 0
x

x

F x y y dxδ =∫
 

Ahora si tenemos n funciones  

          1 1 2 2( ) , ( ) , ........, ( )nx x t x x t x t= =  

y queremos  optimizar 

                 
2

1

11 2 2( , , ,....., , , ,......., )
t

n n

t

F t x x x x x x dt
• • •

∫  

entonces una condición necesaria es 

 

                ( ) 0 , 1 ,2 ,3,......,
k

k

d F F
k n

dt xx
•

∂ ∂− = =
∂∂
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Para la integral   

                       
2

1

( )( , , ', '',....., )
x

n

x

I F x y y y y dx= ∫  

la ecuación de Euler-Poisson es 

                 
2

2 ( )
( ) ( ) ........... ( 1) ( ) 0

' ''

n
n

n n

F d F d F F d F

y dx y dx y dx y

∂ ∂ ∂ ∂− + − + − =
∂ ∂ ∂ ∂  

 

          El el caso que la integral es 

                ( , , , , )
D

z z
I F x y z dxdy

x y

∂ ∂=
∂ ∂∫∫  

donde z es función de x e y    , tenemos la ecuación de Euler-Ostrogradski 

              ( ) ( ) 0x p qF F F
x y

∂ ∂− − =
∂ ∂

 

donde       ,
z z

p q
x y

∂ ∂= =
∂ ∂

         y 

         ( )p px pz pp pq

z p q
F F F F F

x x x x

∂ ∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

 

          ( )q qy qz qp qq

z p q
F F F F F

y y y y

∂ ∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

 

Para la funcional 

             1 2 1 2 1 2...... ( , ,..., , , , ,....., ) .....n n nI F x x x z p p p dx dx dx= ∫ ∫ ∫  

donde      , 1 , 2 ,....,k
k

z
p k n

x

∂= =
∂

   

la ecuación de  Euler - Ostrogradski  es 

                
1

( ) 0
i

n

z p
i i

F F
x=

∂− =
∂∑  

o en forma desarrollada 
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1 1

( ) 0
i i i i i j

n n
j

z x p zp p p p
i j i

p
F F F F

x= =

∂
− + + =

∂∑ ∑     donde     1 2( , ,...., )nz z x x x=  

Problema 1.- 

     Hallar la extremal de la funcional 

           
1

2 2

0

(360 '' )I x y y dx= −∫  

con las condiciones   y(0)=0  ,  y'(0)=1 ,   y(1)=0   ,  y'(1)=2,5 

 

Solución: 

La Ecuación de Euler-Poisson toma la forma 

          
2

2 2
2

360 ( 2 '') 0 180ivd
x y y x

dx
+ − = ⇒ =  

           6 3 2
1 2 3 4

1

2
y x C x C x C x C⇒ = + + + +  

usando las condiciones de frontera encontramos 

          1 2 3 4

3
, 3 , 1 , 0

2
C C C C= = − = =  

entonces la extremal pedida es 

            6 3 21 3
( ) 3

2 2
y x x x x x= + − +  

 

Problema 2.- 

Escriba la ecuación de Euler-Ostrogradski  para la funcional 

                    2 2( ) ( )
D

z z
I dxdy

x y

 ∂ ∂= − ∂ ∂ 
∫∫  

Solución: 

       2 2( , , , , ) (2 ) ( 2 ) 0F x y z p q p q p q
x y

∂ ∂= − ⇒ − − − =
∂ ∂
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o sea           
2 2

2 2
0

z z

x y

∂ ∂− =
∂ ∂

 

 

 

Problema 3.- 

 

      Una curva C que une los puntos  1 1 2 2( , ) , ( , )x y x y         se hace girar alrededor del 

eje x . Encuentre la forma de la curva  de modo que la superficie así generada sea de área  

mínima. 

 

Solución: 

 

       El área de la superficie está dada por  

                 
2 2

1 1

22 2 1 '
x x

x x

yds y y dxπ π= +∫ ∫  

como el integrando es independiente de x aplicamos la primera integral de la ecuación de Euler 

con  21 'F y y= +        nos queda 

       2 21 ' ' (1 ' )2 '
2

y
y y y y y C+ − + =  

que se puede reescribir como  

                
2 2

2
'

1 '

y cy dy
C y

dx cy

−
= ⇒ = =

+
 

         1

2 2
cosh

dy dx y x k
o

c c cy c

− +
⇒ = =

−∫ ∫  

            cosh( )
x k

y c
c

+
⇒ =  

 



 
 
 
 
 

 

La curva se llama Catenaria y la superficie engendrada se llama Catenoide.

 

 

Problema 4.- 

     Un problema  clásico  : La Braquistócrona  (curva del tiemp

Se trata de encontrar la curva que une dos puntos de tal modo que por la acción del campo 

gravitatorio un objeto se deslice por ella en el tiempo mínimo.

 

                      

 

Solución: 

        

      Supongamos que una cuenta de desliza por 
está en P(x,y)   y el arco OP = s   , entonces

E cinética +E potencial en O=E cinética +E potencial en P

    o sea 

12 

La curva se llama Catenaria y la superficie engendrada se llama Catenoide. 

Un problema  clásico  : La Braquistócrona  (curva del tiempo mínimo) 

Se trata de encontrar la curva que une dos puntos de tal modo que por la acción del campo 

gravitatorio un objeto se deslice por ella en el tiempo mínimo. 

Supongamos que una cuenta de desliza por la curva en cuestión  , en el instante t la cuenta 
está en P(x,y)   y el arco OP = s   , entonces 

E cinética +E potencial en O=E cinética +E potencial en P 

Se trata de encontrar la curva que une dos puntos de tal modo que por la acción del campo  

 

la curva en cuestión  , en el instante t la cuenta 
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          2
1 1

1
0 ( ) ( )

2

ds
mgy m mg y y

dt
+ = + −  

 

                

Entonces 

           2( ) 2 2
ds ds

gy gy
dt dt

= ⇒ =  

de donde  

           
2 2 2

0 0

1 '1

2 2

x x yds
T dx

gy g y

+
= =∫ ∫  

Tomando  
21 'y

F
y

+
=   y aplicando la primera integral de la ecuación de Euler , pues  

F no depende explícitamente de x  tenemos 

         
2

2

1 ' '
'

1 '

y y
y c

y y y

 +
− = 

 +  
 

que podemos transformar a 

                 2 1
1 'y y a

c
+ = =  

y despejando y'  se tiene 

            '
dy y y

y dx
dx a y a y

= = ⇒ =
− −∫ ∫  

Tomando 

        2 (1 cos 2 )
2

a
y asen θ θ= = −  

y reemplazando se tiene 

        22 (1 cos 2 ) (2 2 )
2

a
x a sen d a d sen kθ θ θ θ θ θ= = − = − +∫ ∫  

luego las ecuaciones  paramétricas de la curva son 



 
 
 
 
 

 

          ( ) , (1 cos )x b sen k y bφ φ φ= − + = −

con      , 2 , 0 ( )
2

a
b k la curva pasa por el origenφ θ= = =

b  se determina con el segundo punto.

 

Problema  5.- 

         Otro problema Clásico: 

            Se trata de encontrar la curv

Solución: 

   Antes de aplicar nuestra herramienta variacional expondremos aquí una "demostración"

geométrica intuitiva de que la curva que se busca es la circunferencia

La curva en cuestión debe ser

de la región  que encierra , el trazo que los une debe estar completamente en la región.

Ahora supongamos que no es convexa como muestra la 

 

 

 

Vemos que tiene reentradas  , pero por ejemp

y copiamos simétricamente respecto de la tangente  el segmento de curva más corto , se obtiene 

una curva de la misma longitud que la primitiva pero que encierra una mayor área

curva buscada tiene que ser convexa

14 

( ) , (1 cos )x b sen k y bφ φ φ= − + = −  

, 2 , 0 ( )b k la curva pasa por el origen= = =  

b  se determina con el segundo punto.   La Curva es una Cicloide. 

 

Se trata de encontrar la curva cerrada simple de longitud L que encierre la mayor área

Antes de aplicar nuestra herramienta variacional expondremos aquí una "demostración"

geométrica intuitiva de que la curva que se busca es la circunferencia 

La curva en cuestión debe ser convexa ,esto significa que dados dos puntos cualesquiera

de la región  que encierra , el trazo que los une debe estar completamente en la región.

Ahora supongamos que no es convexa como muestra la  figura 

 

Vemos que tiene reentradas  , pero por ejemplo si trazamos una tangente como se muestra

y copiamos simétricamente respecto de la tangente  el segmento de curva más corto , se obtiene 

una curva de la misma longitud que la primitiva pero que encierra una mayor área

ser convexa 

a cerrada simple de longitud L que encierre la mayor área 

Antes de aplicar nuestra herramienta variacional expondremos aquí una "demostración" 

convexa ,esto significa que dados dos puntos cualesquiera 

de la región  que encierra , el trazo que los une debe estar completamente en la región. 

lo si trazamos una tangente como se muestra 

y copiamos simétricamente respecto de la tangente  el segmento de curva más corto , se obtiene  

una curva de la misma longitud que la primitiva pero que encierra una mayor área. Luego la  



 
 
 
 
 

 

   Por otra parte si trazamos una recta que divide a la curva en dos partes de igual longitud

entonces se afirma que las dos áreas en que se divide la región deben ser iguales. En efecto

si no fuera así procederíamos a copiar simétricamente la 

área respecto de la recta divisoria y obtendríamos mayor área con igual longitud de curva.

 

 

Por lo tanto basta con analizar lo que ocurre con la mitad de la curva

Afirmamos que el ángulo ACB  debe ser 

los puntos A y B  pivotando en C , manteniendo la longitud de la curva constante y 

maximizando el área del triángulo ACB   , y esto para cualquier punto C de la curva

Ahora la única curva  que cumple es

        Apliquemos ahora nuestra herramienta variacional

El área de una encerrada por una curva cerrada  simple en el plano está dada por

                      
1 1

2 2C C

A xdy ydx xy y dx= − = −∫ ∫

  la longitud  de arco está dada por

                          1 '
C

s y dx= +∫

Utilizamos ahora el método de los multiplicadores de Lagrange 

       
1

( ' ) 1 '
2C

I xy y y dxλ = − + +  
∫

15 

Por otra parte si trazamos una recta que divide a la curva en dos partes de igual longitud

entonces se afirma que las dos áreas en que se divide la región deben ser iguales. En efecto

si no fuera así procederíamos a copiar simétricamente la mitad de la curva que encierra la

área respecto de la recta divisoria y obtendríamos mayor área con igual longitud de curva.

Por lo tanto basta con analizar lo que ocurre con la mitad de la curva 

   

   

 

 

 

 

 

Afirmamos que el ángulo ACB  debe ser recto . En efecto , si así no fuera podemos deslizar

pivotando en C , manteniendo la longitud de la curva constante y 

maximizando el área del triángulo ACB   , y esto para cualquier punto C de la curva

Ahora la única curva  que cumple estas tres condiciones es la circunferencia. 

Apliquemos ahora nuestra herramienta variacional 

El área de una encerrada por una curva cerrada  simple en el plano está dada por

1 1
( ' )

2 2C C

A xdy ydx xy y dx= − = −∫ ∫  

la longitud  de arco está dada por 

21 's y dx  

Utilizamos ahora el método de los multiplicadores de Lagrange  

2( ' ) 1 'I xy y y dx
 = − + +  

 

Por otra parte si trazamos una recta que divide a la curva en dos partes de igual longitud 

entonces se afirma que las dos áreas en que se divide la región deben ser iguales. En efecto 

mitad de la curva que encierra la mayor  

área respecto de la recta divisoria y obtendríamos mayor área con igual longitud de curva. 

recto . En efecto , si así no fuera podemos deslizar 

pivotando en C , manteniendo la longitud de la curva constante y  

maximizando el área del triángulo ACB   , y esto para cualquier punto C de la curva 

El área de una encerrada por una curva cerrada  simple en el plano está dada por 
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Aplicamos Euler a      21
( ' ) 1 '

2
F xy y yλ= − + +  y obtenemos 

            
2

1 ' 1
0

2 21 '

d y
x

dx y

λ 
+ + = 

 +  
 

         

 

 

o           
2

'
( ) 1

1 '

d y

dx y

λ = −
+

 

o            12

'

1 '

y
x c

y

λ = − +
+

 

despejando y' se tiene 

                       1

2 2
1( )

x cdy

dx x cλ
−= ±

− −
 

Integrando 

                  2 2
2 1( )y c x cλ− = ± − −  

o              2 2 2
1 2( ) ( )x c y c λ− + − =  

  que es una circunferencia. 

 

Problema  6.- 

 

           Encuentre las extremales de la funcional    

2
2 2

0

( ') , (0) 0 , ( ) 1
2

I y y dx y y

π

π
 = − = = ∫  

Solución: 

      Aplicamos  Euler  a la función 



 
 
 
 
 

17 
 

                  2 2( ')F y y = −   

obtenemos           2 (2 ') 0 2 2 '' 0
d

y y y y
dx

− − = ⇒ − − =  

o         '' 0y y+ =           Una ecuación lineal homogénea de segundo orden 

       2 1 0r r i+ = ⇒ = ±   lo que nos lleva a la solución 

        1 2 cosy C senx C x= +  

Ahora aplicando las condiciones  

       2(0) 0 0y C= ⇒ =  

        1( ) 1 1
2

y C
π = ⇒ =  

    Así entonces  la única extremal  es  y senx=  

 

Problema 7.- 

   Calcule las extremales de la funcional 

            
1

2

0

( ' 12 ) (0) 0 , (1) 1I y xy dx y y= + = =∫  

Solución: 

          2' 12F y xy= +  

Aplicamos Euler 

          12 (2 ') 0 '' 6 0
d

x y y x
dx

− = ⇒ − =  

de donde resulta 

           3
1 2y x C x C= + +  

Ahora        2

1

(0) 0 0

(1) 1 0

y C

y C

= ⇒ =
= ⇒ =

 

luego     3y x=   es la única solución. 
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 Problema 8.-    

 

        Aplique variaciones para demostrar que la distancia más corta entre dos puntos en el plano 

es el trazo de recta que los une. 

 

Solución:   

     Tenemos         
1

0

21 '
x

x

I y ds= +∫  

       ahora       21 'F y= +  

   aplicamos Euler 

             
1

2 2
1

(1 ' ) 2 ' 0
2

d
y y

dx

− 
− + = 

 
 

o            

1
2 2 2

2

1
'' 1 ' ' (1 ' ) 2 ' ''

2 0
1 '

y y y y y y

y

−

+ − +
=

+
 

o            
1

2 2 2 2'' 1 ' ' (1 ' ) 0y y y y
− 

+ − + = 
 

 

o            

2 2

2

1 ' '
'' 0

1 '

y y
y

y

 + −  =
+

 

o             1 2'' 0y y C x C= ⇒ = +  

    una recta. 

 

Problema 9.- 

      Plantee la integral para minimizar el tiempo invertido en el desplazamiento por cierta curva 

( )y y x=     desde el punto  0 0( , )A x y   al punto  1 1( , )B x y     si la velocidad    ( ')
ds

v y
dt

=  
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depende solo de y'. Resuelva el caso particular  v=x 

 

Solución: 

       
21 '

( ')

yds
v dt

dt v y

+
= ⇒ =  

         
1

0

21 '

( ')

x

x

y
t dx

v y

+
⇒ = ∫  

Ahora en el caso particular que v=x    queda 

                   
1

0

21 'x

x

y
t dx

x

+
= ∫  

       Aplicamos Euler 

                    

1
2 21

(1 ' ) 2 '
20 0

y yd

dx x

− 
+ 

− = 
 
  

 

Integrando queda 

                     12

'

1 '

y
C

x y
=

+
 

Hacemos  

         1 12
'

sec1

tgt tgt
y tgt C C

x tx tg t
= ⇒ = ⇒ =

+
 

        1 2
1 1

'

1 '

sent sent y
C x

x C C y
⇒ = ⇒ = =

+
 

Entonces     1 1
1

1
' , 'x C sent C

C
= =  

Por otra parte       1 'cos
dy

tgt dy tgtdx tgtC tdt
dx

= ⇒ = =  
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 Entonces     1 2'cosy C t C= − +  

Ahora    2 2 2 2 2 2 2
2 1 1 1( ) ' ' cos 'x y C C sen t C t C+ − = + =  

o       2 2 2
2 1( ) 'x y C C+ − =  

  Una familia de circunferencias. 

 

Problema 10.- 

     Hallar las extremales de la funcional     

          
2

2 2

0

' ' 2I y z yz dx

π

 = + + ∫       ,    (0) 0 , ( ) 1
2

y y
π= =    , (0) 0 , ( ) 1

2
z z

π= = −  

Aplicamos Euler a F primero respecto a y(x)  y luego a z(x) ,  se obtiene 

              2 (2 ') 0 '' 0
d

z y z y
dx

− = ⇒ − =  

              2 (2 ') 0 '' 0
d

y z y z
dx

− = ⇒ − =  

De las últimas ecuaciones se obtiene     0ivy y− =    una ecuación lineal homogénea de cuarto  

orden       4 1 0 1 ,r r r i− = ⇒ = ± = ±      de donde obtenemos 

               1 2 3 4cosx xy C e C e C x C senx−= + + +  

              1 2 3 4'' cosx xz y C e C e C x C senx−= = + − −  

Ahora aplicamos las condiciones numéricas y obtenemos 

           1 2 3(0) 0 0y C C C= ⇒ + + =  

            2 2
1 2 4( ) 1 1

2
y C e C e C

π ππ −
= ⇒ + + =  

            1 2 3(0) 0 0z C C C= ⇒ + − =  

            2 2
1 2 4( ) 1 1

2
z C e C e C

π ππ −
= − ⇒ + − = −  
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Resolviendo este sistema de ecuaciones resulta 

           1 2 3 40 , 1C C C C= = = =  

Así entonces    resulta    ,y senx z senx= = −  

 

Problema 11.- 

    Hallar las extremales de la funcional 

               
1

0

( ', ')
x

x

I F y z dx= ∫  

      Solución: 

                 Tenemos              ( ) 0
'

F d F

y dx y

∂ ∂− =
∂ ∂

 

                                               ( ) 0
'

F d F

z dx z

∂ ∂− =
∂ ∂

 

o                ' ' ' '

' '
0y y y z

dy dz
F F

dx dx
+ =  

                     ' ' ' '

' '
0z y z z

dy dz
F F

dx dx
+ =  

este último par de ecuaciones forma un sistema que tiene una única solución si el determinante  

principal es no nulo , esto es   

                   1 2'' 0y y C x C= ⇒ = +  

                    1 2'' 0z z B x B= ⇒ = +  

    Una familia de rectas en el espacio. 

 

Problema 12.- 

         Encuentre las extremales de la funcional    
1

2 2

0

( ' 2 )xI y y ye dx= + +∫  
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Solución: 

      Aplicamos Euler a     2 2' 2 xF y y ye= + +  

    de donde resulta     2 2 2 '' 0xy e y+ − =  

o          '' 2 xy y e− =        

 una ecuación lineal no homogénea de segundo orden cuya solución es 

              2 2
1 2 2x x xy C e C e e−= + +  

 

Problema 13.- 

   Encuentre las extremales que satisfacen las condiciones dadas para la funcional 

          
4

2 2
1 2 1 2

0

(4 ' ')I y y y y dx

π

= + +∫      con las condiciones 

          1 1 2 2(0) 1 , ( ) 0 , (0) 1 , ( ) 1
4 4

y y y y
π π= = = =  

Solución: 

          Aplicamos Euler a F para cada variable  lo que nos lleva a 

       2 1 1 2'' 8 , '' 2y y y y= =  

   y reemplazando  la segunda variable en la primera obtenemos 

          1 1 1 116 16 0iv ivy y y y= ⇒ − =  

de donde obtenemos 

                2 2
1 1 2 3 4cos 2 2x xy C e C e C x C sen x−= + + +  

Aplicando las condiciones numéricas que se dan se obtiene 

1
4

4 3 2 1 2

1 1
1 1 14 2, , ,
4 2 1 2

e
C C C C C

e π

−

−

−
= − = = = −

−
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Problema 14.- 

Optimice  

                
1 1

2 2 2

0 0

( ' ) , (0) (1) 0 , 2I y x dx y y y dx= + = = =∫ ∫  

Solución: 

      Usamos Lagrange 

             2 2 2' ( 2)L F G y x yλ λ= + = + + −  

y aplicamos Euler 

            '2 , 2 'y yL y L yλ= =  

        (2 ') 2 '' cos
d

y y y y y A x Bsen x
dx

λ λ λ λ= ⇒ = ⇒ = +  

por las condiciones iniciales se obtiene  

      0 , 0 , 1,2,...A Bsen n nλ λ π= = ⇒ = =  

      Así       y Bsenn xπ=  

Pero la condición   
11 1

2 2 2 2

00 0

2
2 2

2 4

x sen n x
y dx B sen n xdx B

n

ππ
π

 = = ⇒ − =  
∫ ∫  

     2 4 2B B⇒ = ⇒ = ±  

Así        , 1,2,3,......y senn x nπ= ± =  

 

Problema 15.- 

      Hallar la extremal de la funcional          
1

2 2

0

(360 '' )I x y y dx= −∫     sujeto  a 

      (0) 0 , (1) 0 , '(0) 1 , '(1) 2,5y y y y= = = =  
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Solución: 

   Aplicamos Euler-Poisson 

          
2

' ''2
( ) ( ) 0y y y

d d
F F F

dx dx
− + = ⇒  

        
2

2 2
2

360 ( 2 '') 0 180ivd
x y y x

dx
⇒ + − = ⇒ =  

        6 3 2
1 2 3 4

1

2
y x C x C x C x C⇒ = + + + +  

Aplicando las condiciones dadas se tiene   

            1 2 3 4

3
, 3 , 1 , 0

2
C C C C= = − = =  

           Entonces finalmente 

             6 3 21 3
3

2 2
y x x x x= + − +  

 

Problema 16.- 

          Encuentre las extremales de la funcional       2(1 ) '
b

a

I x y dx = + ∫  

    Solución: 

 

Aplicando Euler se obtiene la ecuación diferencial ordinaria 

                  2 ' 2(1 ) '' 0y x y− − + =  

cuya solución es  

                       1 2( ) ln(1 )y x C C x= + +  
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Problema 17.- 

          Encuentre las extremales de la funcional 

                            2 22 '
b

x

a

I ye y y dx = + + ∫  

Solución: 

      Aplicamos Euler   y se obtiene 

                 2 2 2 '' 0xe y y+ − =  

cuya solución es      

                1 2

1
( )

2
x x xy x C e C e xe−= + +  

 

Problema 18.- 

      Una cadena delgada pesada cuelga de los puntos     1 1 2 2( , ) , ( , )A x y B x y  

Encuentre la forma que toma la cadena si tiene longitud L. 

 

Solución: 

        La energía potencial total de la cadena es proporcional a la cantidad 

      
2

1

21 '
x

x

y y dx+∫             pero además     
2

1

21 '
x

x

y dx L+ =∫  

Aplicamos Lagrange y Euler primera integración, se tiene 

           
1 12 2

2 22 2
1 1

2 22 2

' '
(1 ' ) (1 ' )

(1 ' ) (1 ' )

y y
y y y y C

y y

λ
 
 − + + − + =
 

+ +  

 

o simplificando 

                2 2 2(1 ' ) ( )c y y λ+ = +  

resolviendo esta ecuación se tiene 
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                   [ ]1
( ) cosh( )y x xα β γ

α
= + +  

donde los parámetros       , ,α β γ     se determinan con las condiciones 

            
2

1

2
1 1 2 2( ) , ( ) , 1 '

x

x

y x y y x y y dx L= = + =∫  

 

Problema 19.- 

    hallas las extremales de la funcional 

                           
21 'b

a

y
I dx

y

+
= ∫  

Solución: 

        Aplicamos la primera integral de Euler y tenemos 

                    
2

2

1 ' '
'

1 '

y y
y C

y y y

+
− =

+
 

o               2 2 2 2
1

1
1 ' ( )y y x C y C

C
−+ = ⇒ + + =   

Familia de circunferencias 

 

Problema 20.- 

      Encuentre las extremales de la funcional     3

0

'
l

I y ydx= ∫        sujeto a  

               (0) 0 , ( )y y l R= =  

Solución:     

    Aplicando la primera integral de Euler llegamos a      
3

3 4' ( )y y C y xλ β= ⇒ = +  

y aplicando las condiciones  tenemos    
3

4( )
x

y R
l

=  
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Problema 21.- 

       Hallar las extremales de la funcional        

    
2

2 2 2

1

( ' ' ) , (1) 1 , (2) 2 , (1) 0 , (2) 1I y z z dx y y z z= + + = = = =∫  

Solución  : 

     Aplicando Euler  tenemos 

       1 2 3 4'' 0 , '' 0 , x xy z z y C x C z C e C e−= − = ⇒ = + = +  

Y aplicando las condiciones dadas resulta 

                       
2

2 2

1
,

1 1
x xe

y x z e e
e e

−= = −
− −

 

Problema 22.- 

      De todas las curvas que unen los puntos   P(1,3)   y Q(2,5)    hallar la curva en la cual 

 

     alcanza un extremo. 

 

Solución: 

     Euler implica 

                   ( ) 0
' '

d F F
cte

dx y y

∂ ∂= ⇒ =
∂ ∂

 

              2 1
22

1
1 2 '

2

Cdy C
x y C y C

dx x x

−
⇒ + = ⇒ = ⇒ = +  

Ahora reemplazando los puntos dados  se obtiene  

     1 24 , 7C C= − =    de donde resulta finalmente 

          
4

7y
x

= −  

 

 

 

2
2

1

'(1 ')I y x y dx= +∫
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Problema 23.- 

      Encuentre las extremales de la funcional 

                       
1

0

2 2(2 ' ' )
x

x

I yz y z dx= + −∫  

donde y , z  son funciones de x 

 

Solución: 

Aplicando Euler tanto respecto de y como de z se tiene 

        2 (2 ') 0 , 2 ( 2 ') 0
d d

z y y z
dx dx

− = − − =  

     '' 0 , '' 0y z z y⇒ − = + =  

        0ivy y⇒ + =  

resolviendo esta ecuación  resulta 

           
2 2

2 2
1 2 3 4

2 2 2 2
( cos ) ( cos )

2 2 2 2
y C x C sen x e C x C sen x e

−
= + + +  

y    además    ''z y=  

 

Problema 24.- 

 

encuentre las extremales de la funcional  

           2 2 2

0

(2 2 ' ' )I yz y y z dx
π

= − + −∫  

con las condiciones      (0) 0 , ( ) 1 , (0) 0 , ( ) 1y y z zπ π= = = = −  

 

Solución: 
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Aplicando Euler respecto de  z e y   respectivamente  se obtiene 

             '' 2 0 , '' 0y y z z y+ − = + =  

   de donde obtenemos 

                 2 '' 0ivy y y+ + =  

entonces       1 2 3 4cos cosy C x C senx C x x C xsenx= + + +         

y aplicando las condiciones numéricas se tiene 

       2 4 cos
x

y C senx C xsenx x
π

= + −  

por otra parte 

        2 4

1
'' 2 (2cos ) (2 cos )z y y z C senx C x xsenx senx x x

π
= + ⇒ = + + + −  

y con las condiciones numéricas se tiene 

               2

1
(2 cos )z C senx senx x x

π
= + −  

 

Problema 25.- 

        Encuentre las extremales de la funcional 

            21
( ' ' ' )

2

b

a

I y yy y y dx= + + +∫  

Solución: 

           Aplicamos Euler y se obtiene 

           11 ' ( 1 ') 0 '' 1 '
d

y y y y y x C
dx

+ − + + = ⇒ = ⇒ = +  

           2
1 2

1

2
y x C x C⇒ = + +  
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Problema 26.- 

        ¿Qué valor numérico óptimo alcanza la funcional 

    
2

2 3

1

'I y x dx= ∫        si la curva extremal cumple con  (1) 0 , (2) 3y y= =  

Solución: 

Aplicando Euler se obtiene    3 1 1
23 2

'
2 ' '

C C
y x k y y C

x x
= ⇒ = ⇒ = +  

aplicando las condiciones numéricas se obtiene 

              1 2 2

4
4 , 4 4C C y

x
= − = ⇒ = −  

Ahora     2 2 3
3 6 3

8 64 64
' ' 'y y y x

x x x
= ⇒ = ⇒ =  

Entonces 

                    
22

3 2
11

64 32
24dx

x x
 = − =  

∫  

 

Problema 27.- 

       Ahora vamos a examinar el problema "isovolumétrico" de la superficie cerrada que encierra  

un volumen máximo  . Sabemos que es la superficie esférica . Este problema fue resuelto por  

Schwars H. W.  a fines del siglo 19 . En tiempos modernos Joel Hass demostró la conjetura de  

la doble burbuja que como caso particular se puede deducir el problema de la esfera . Por el 

 lema de Brian Cabell White ,la superficie en cuestión debe ser una superficie de revolución 

Haremos uso de este lema y buscaremos la curva que genere la superficie que estamos buscando 

 

Solución: 

    Consideremos una curva que pasa por el origen  y que la hacemos girar alrededor del eje x 
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El volumen engendrado es     2V y dxπ= ∫       sujeto a la condición  2A ydsπ= ∫    fijo 

Hacemos     yds dw= donde w varía de 0  a   
2

A
a

π
=  

tenemos        2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )
dx dy ds

dx dy ds
dw dw dw

+ = ⇒ + =  

       2 2
2

1
w wx y

y
⇒ + =  

escribimos     
1

2 2 2 2 2

0 0 0

(1 )
a a a

w w

dx
V y dw y x dw V y y y dw

dw
π π π= = ⇒ = −∫ ∫ ∫  

hacemos     21

2
z y=     entonces    

1

2
2

0

2 (1 )
a

wV z zπ  = − ∫  

Ahora aplicamos Euler primera integral y llegamos a       2(1 ) ,wz b z b cte= − =  

esta última ecuación la escribimos como    
1

2(1 )
dz z

dw b
= −  

e integramos        
1 1

2 2

0 0

(1 ) 2 (1 ) 2
z wz z

dz dw b b w
b b

−
− = ⇒ − − + =∫ ∫  

     2 24 (1 ) ( 2 )
z

b w b
b

⇒ − = −  

como z=0 para w=a    tenemos   
4

a
b =     y reemplazando este valor  tenemos 

                    
2w

z w
a

= −        

Ahora     
1

2 22 2
( )wx x w

a a
= ⇒ =   .   Eliminando w   queda 

    

21
22( ) ( )

2 2

a a
x y
 

− + = 
 
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Se genera una esfera de radio  
1

2( )
2

a
   y el volumen máximo es  

3

24
( )

3 2

aπ  

Para mayores detalles véase el texto  

"The Science of Soap Films and Soap Bubbles"  -  Cyril Isenberg 

 

Problema  28.-    

    Ahora un desafío para el lector . Es bien sabido que si excavamos un túnel por la Tierra 

(o una esfera uniforme)  que la atraviese completamente  , al dejar caer un objeto por el túnel 

se obtiene un movimiento armónico simple .  Pregunta :¿ Existe alguna forma curva del túnel 

que tenga un período mínimo ? (Aplique Variaciones !) 
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                 CAPÍTULO II 

       LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 
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RESUMEN TEÓRICO Y PROBLEMAS RESUELTOS 

 

Definición.- Sea F(t) definida para t>0   , entonces la transformada de Laplace de F(t) es 

       { }
0

( ) ( ) ( )stF t f s e F t dt
∞

−= = ∫L  

Propiedades.- 

1.-  Linealidad  

     Si   1 2,C C      son constantes    y   1 2( ) , ( )F t F t    tienen transformadas de Laplace 

          { } { }1 1 2 2( ) ( ) , ( ) ( )F t f s F t f s= =L L     , entonces 

        { } { } { }1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )C F t C F t C F t C F t C f s C f s+ = + = +L L  

2.- Primera propiedad de traslación 

    Si    { }( ) ( )F t f s=L      ,   entonces   { }( ) ( )ate F t f s a= −L  

3.- Segunda propiedad de traslación 

   Si     { }( ) ( )F t f s=L     y      
( )

( )
0

F t a t a
G t

t a

− > 
=  < 

 

entonces    { }( ) ( )asG t e f s−=L  

4.- Propiedad del cambio de escala 

     Si        { }( ) ( )F t f s=L    entonces   { } 1
( ) ( )

s
F at f

a a
=L  

5.- Transformada de derivadas 

 a)  Si      { }( ) ( )F t f s=L     entonces 

{ }'( ) ( ) (0)F t sf s F= −L  
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b) Si F(t) no satisface la continuidad en  t=0   , pero  
0

lim ( ) (0 )
t

F t F
+

+

→
=   existe  , entonces 

{ }( ) ( ) (0 )F t sf s F += −L  

c)  Si   { }( ) ( )F t f s=L    entonces 

              { } 2''( ) ( ) (0) '(0)F t s f s sF F= − −L  

d) Si   { }( ) ( )F t f s=L     entonces    

{ }( ) 1 2 ( 2) ( 1)( ) ( ) (0) '(0) ...... (0) (0)n n n m n nF t s f s s F s F sF F− − − −= − − − − −L  

6.- Transformada de Integrales 

   Si   { }( ) ( )F t f s=L      entonces        
0

( )
( )

t f s
F u du

s

 
= 

 
∫L  

7.- Multiplicación por  nt  

    Si   { }( ) ( )F t f s=L      entonces    

           { } ( )( ) ( 1) ( )n n nt F t f s= −L  

8.-  División por t 

      Si    { }( ) ( )F t f s=L       entonces 

     
0

( ) ( )
( ) lim

t
s

F t F t
f u du si existe

t t

∞

→

  = 
 

∫L  

9.- Funciones periódicas 

        Sea   ( ) ( )F t T F t+ =         entonces    

       { } 0

( )

( )
1

T
st

st

e F t dt

F t
e

−

−=
−

∫
L  
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10.-  Comportamiento de  f(s) cuando s tiende a infinito 

     Si      { }( ) ( )F t f s=L     entonces 

                   lim 0
s→∞

=  

11.-  Teorema del valor inicial 

     Si existen los límites indicados  , entonces 

        
0

lim ( ) lim ( )
t s

F t sf s
→ →∞

=  

12.-  Teorema del valor final 

       Si existen los límites indicados , entonces 

          
0

lim ( ) lim ( )
t s

F t sf s
→∞ →

=  

 

LA TRANSFORMADA INVERSA 

Definición.-   Si    { }( ) ( )F t f s=L    , entonces     { }1 ( ) ( )f s F t− =L  

PROPIEDADES 

1.- Linealidad.- 

          { }1
1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )C f s C f s C F t C F t− + = +L  

2.- Primera propiedad de traslación 

     Si   { }1 ( ) ( )f s F t− =L    entonces 

          { }1 ( ) ( )atf s a e F t− − =L  

3.- Segunda propiedad de traslación 

    Si    { }1 ( ) ( )f s F t− =L    entonces     

        { }1 ( )
( )

0
as F t a t a

e f s
t a

− − − > 
=  < 

L  
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4.- Propiedad de cambio de escala 

   Si      { }1 ( ) ( )f s F t− =L     entonces    

     { }1 1
( ) ( )

t
f ks F

k k
− =L  

5.- Transformada inversa de derivadas 

       Si     { }1 ( ) ( )f s F t− =L     entonces 

       { }1 ( )( ) ( 1) ( )n n nf s t F t− = −L  

6.-  Transformada inversa de Integrales 

        { }1 ( ) ( )f s F t− =L  

        1 ( )
( )

s

F t
f u du

t

∞
−  

= 
 
∫L  

7.-  Multiplicación por    ns  

     Si    { }1 ( ) ( )f s F t− =L    entonces  si   (0) 0F ≠    tenemos 

   { }1 ( ) '( ) (0) ( )sf s F t F tδ− = +L  

8.- División por s 

    Si    { }1 ( ) ( )f s F t− =L       entonces     

    1

0

( )
( )

tf s
F u du

s
−   = 
 

∫L  

9.- Propiedad de convolución 

    Si    { }1 ( ) ( )f s F t− =L     y     { }1 ( ) ( )g s G t− =L      entonces 

   { }1

0

( ) ( ) ( ) ( ) *
t

f s g s F u G t u du F G− = − =∫L  

y      * *F G G F=  
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TABLA PARA FUNCIONES ELEMENTALES 

 

F(t)                                                                   f(s) 

1                                                                      
1

s
 

t                                                                       
2

1

s
 

nt                                                                   
1

!
n

n

s +  

ate                                                                   
1

s a−
 

senat                                                            
2 2

a

s a+
 

cosat                                                              
2 2

s

s a+
 

senht                                                               
2 2

a

s a−
 

cosht                                                                 
2 2

s

s a−
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Problema 1.- 

        Resuelva     2' 2 , (0) 0tY Y e Y−+ = =  

     Solución: 

    Aplicamos    Laplace 

       { } { } { } { }2 1
' 2 ' 2

2
tY Y e Y Y

s
−+ = ⇒ + =

+
L L L L  

       
1 1

( ) (0) 2 ( ) ( )( 2)
2 2

sy s Y y s y s s
s s

⇒ − + = ⇒ + =
+ +

 

         
2

1
( )

( 2)
y s

s
⇒ =

+
 

Ahora aplicamos el operador inverso 

        { }1 1 2
2

1
( ) ( )

( 2)
ty s Y t te

s
− − − 

= ⇒ = + 
L L  

 

Problema 2.- 

       Resuelva       '' 4 cos3 , (0) 0 , '(0) 0Y Y t Y Y+ = = =  

 

Solución: 

        Aplicamos Laplace 

         { } { } 2
2

'' 4 cos3 ( ) (0) '(0) 4 ( )
9

s
Y Y t s y s sY Y y s

s
+ = ⇒ − − + =

+
L L  

          2
2 2 2

( 4) ( ) ( )
9 ( 9)( 4)

s s
s y s y s

s s s
⇒ + = ⇒ =

+ + +
 

             
2 2

1 1
( )

5 4 5 9

s s
y s

s s
⇒ = −

+ +
 

Ahora aplicamos el operador inverso 
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{ }1 1 1
2 2

1 1
( )

5 4 5 9

s s
y s

s s
− − −   = −   + +   

L L L  

1 1
( ) cos 2 cos3

5 5
Y t t t⇒ = −  

 

Problema 3.- 

         Un resistor de 9 Ohms , un capacitor de 1/14 faradios y un inductor  de 1 Henrio están  

conectados en serie  con una fuente de poder de 14 volts .Encuentre la carga del capacitor 

en el tiempo t si la carga inicial y la corriente inicial son nulas. Y que sucede con estas variables 

cuando t tiende a infinito. 

     Solución: 

     La ecuación que rige este circuito es 

            '' 9 ' 14 14 , (0) 0 , '(0) 0q q q q q+ + = = =  

 y  aplicando Laplace  tenemos 

    { } { }'' 9 ' 14 14Q Q Q+ + =L L  

     2 14
( ( ) (0) '(0)) 9( ( ) (0)) 14 ( )s q s sQ Q sq s Q q s

s
− − + − + =  

     2 14 14
( )( 9 14) ( )

( 2)( 7)
q s s s q s

s s s s
⇒ + + = ⇒ =

+ +
 

    
1 2 1 7 1

( )
5 7 5 2

q s
s s s

⇒ = + −
+ +

 

Ahora aplicamos el operador inverso 

     { }1 1 1 2 1 7 1
( )

5 7 5 2
q s

s s s
− −  

⇒ = + − + + 
L L  

    7 22 7
( ) 1

5 5
t tQ t e e− −⇒ = + −  
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Ahora si t crece indefinidamente entonces  Q(t) tiende a 1  y por otro lado como 

2 714
( ) '( ) ( )

5
t tI t Q t e e− −= = −       , cuando t crece indefinidamente  I(t)  tiende a cero. 

 

Problema 4.- 

    Encuentre  Q(x)  si     

            
0

( ) ( ) ( ) , , ( )
x

x yQ x F x e Q y dy cte F F xλ λ−− = = =∫  

Solución: 

           Escribimos       
0

( ) ( ) ( )
x

x yQ x e Q y dy F xλ −− =∫   o   ( ) * ( ) ( )xQ x e Q x F xλ− =  

 y aplicamos  Laplace      { } { }( ) * ( ) ( )xQ x e Q x F xλ− =L L  

    
( ) 1 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 (1 ) (1 )

q s s f s
q s f s q s f s f s

s s s

λλ
λ λ

−
⇒ − = ⇒ = = +

− − + − +
 

Y ahora el operador inverso    

    { }1 1 (1 )( )

0

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(1 )

x
x yf s

q s f s Q x F x F y e dy
s

λλ λ
λ

− − + − 
= + ⇒ = + − + 

∫L L  

 

Problema 5.- 

 

    Una masa de 5Kgse sujeta a un resorte suspendido en el techo y ocasiona que el resorte 

se estire 2m al llegar al reposo en equilibrio . Se eleva luego la masa a 1m sobre el punto de  

equilibrio  y se le aplica una velocidad dirigida hacia arriba  de 1/3 m/seg . Determinar la 

posición del objeto en 
4

t
π= seg     (g=10) 

       

 

 



 
 
 
 
 

 

Solución: 

      5 '' 0 , 25ma kY Y kY k= − ⇒ + = = =

     5 '' 25 0 '' 5 0 , (0) 1 , '(0)Y Y Y Y Y Y⇒ + = ⇒

     Aplicamos Laplace 

         { }'' 5 0 ( ) (0) '(0) 5 ( ) 0Y Y s y s sY Y y s+ = ⇒L

          2( )( 5) ( )y s s s y s⇒ + = +

    Ahora aplicamos la inversa

       { }1 1
2 2

( ) cos5 5
5 3( 5) 15

s
y s t sen t

s s
− −  

= + = + + + 
L L

Si   
4

t
π=    se tiene      ( ) cos

4 4 15 4 15
Y sen

π π π

 

Problema 6.- 

                         

           Una masa  m   se encuentra sobre una superficie horizontal  sujeta por ambos lados

por dos resortes de constante  (1/2)k cada uno de ellos , el coeficiente de roce entre m y la 

superficie es f   y    m tiene velocidad inicial nula y posición inicial  

del movimiento. 

 

Solución:   

    Tenemos      kX fmg mX X X fg− + =
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50
5 '' 0 , 25

2
ma kY Y kY k+ = = =  

1
5 '' 25 0 '' 5 0 , (0) 1 , '(0)

3
Y Y Y Y Y Y⇒ + = = =  

2'' 5 0 ( ) (0) '(0) 5 ( ) 0Y Y s y s sY Y y s⇒ − − + =  

2 2

1 1
( )( 5) ( )

3 5 3( 5)

s
y s s s y s

s s
+ = + ⇒ = +

+ +
 

Ahora aplicamos la inversa 

2 2

1 1
( ) cos5 5

5 3( 5) 15

s
y s t sen t

s s

 
= + = + + + 

 

5 1 5 8 2
( ) cos
4 4 15 4 15

Y sen
π π π= + = −  

 

Una masa  m   se encuentra sobre una superficie horizontal  sujeta por ambos lados

por dos resortes de constante  (1/2)k cada uno de ellos , el coeficiente de roce entre m y la 

superficie es f   y    m tiene velocidad inicial nula y posición inicial  0X . Encuentre la ecuación 

'' ''
k

kX fmg mX X X fg
m

− + = ⇒ + =  

Una masa  m   se encuentra sobre una superficie horizontal  sujeta por ambos lados 

por dos resortes de constante  (1/2)k cada uno de ellos , el coeficiente de roce entre m y la  

. Encuentre la ecuación  
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Aplicamos Laplace 

{ } 2'' ( ) (0) '(0) ( )
k k fg

X X fg s x s sX X x s
m m s

 + = ⇒ − − + = 
 

L L  

0
2 2

1
( )

( )

s
x s fg X

k k
s s s

m m

⇒ = +
+ +

 

Ahora aplicamos la inversa 

{ }1 1
0

2 2

1
( )

( )

s
x s fg X

k k
s s s

m m

− −

 
 

= + 
 + +
 

L L  

de donde resulta  

              0( ) ( )cos ,
fmg fmg k

X t X wt w
k k m

= − + =  

Problema 7.- 

     Resuelva el sistema 

                  
'' ' 3 15

'' 4 ' 3 15 2

tX Y X e

Y X Y sen t

−+ + =
− + =

        
(0) 15 , '(0) 48

(0) 27 , '(0) 55

X X

Y Y

= = −
= = −

 

Solución: 

  Aplicamos Laplace a ambas ecuaciones 

     { } { }'' ' 3 15 tX Y X e−+ + =L L  

     { } { }'' 4 ' 3 15 2Y X Y sen t− + =L L  

de donde obtenemos 

2 15
( ) (0) '(0) ( ) (0) 3 ( )

1
s x s sX X sy s Y x s

s
− − + − + =

+
 

2
2

30
( ) (0) '(0) ( ( ) (0)) 3 ( )

4
s y s sY Y sx s X y s

s
− − − − + =

+
 

 

 



 
 
 
 
 

 

Obtenemos un sistema en x(s)   e  y(s) cuya solución es

 

 

2 2 2

30 60 3 2
( )

9 1 1 4

s
y s

s s s s
= − − +

+ + + +

Ahora aplicamos  la inversa 

{ }1 1
2 2 2

30 45 3 2
( )

1 9 1 4

s s
x s

s s s s
− −  = − + + + + + + 

L L

{ }1 1
2 2 2

30 60 3 2
( )

9 1 1 4

s
y s

s s s s
− −  = − − + + + + + 

L L

de donde obtenemos 

( ) 30 15 3 3 2cos 2X t cost sen t e t= − + +

( ) 30cos3 60 3 2Y t t sent e sen t= − − +

 

  Problema 8.- 

                       X(t)                      Y(t)

1 2 31 , 2k k k= = =         1 2m m

 

El sistema de la figura está inicialmente en reposo  . Calcule

 

 

 

2 2 2

30 45 3 2
( )

1 9 1 4

s s
x s

s s s s
= − + +

+ + + +
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Obtenemos un sistema en x(s)   e  y(s) cuya solución es 

 

2 2 2

30 60 3 2

9 1 1 4s s s s
= − − +

+ + + +
 

2 2 2

30 45 3 2

1 9 1 4

s s

s s s s
 = − + + + + + + 

 

2 2 2

30 60 3 2

9 1 1 4s s s s
 = − − + + + + + 

 

( ) 30 15 3 3 2cos 2tX t cost sen t e t−= − + +  

( ) 30cos3 60 3 2tY t t sent e sen t−= − − +  

 

     

 

 

X(t)                      Y(t) 

1 21 , 2m m= =       (0) 1 , (0) 2X Y= =  

El sistema de la figura está inicialmente en reposo  . Calcule las ecuaciones del movimiento

2 2 2

30 45 3 2

1 9 1 4

s s

s s s s
= − + +

+ + + +

las ecuaciones del movimiento 
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Solución: 

 

Por Newton      

 1 2 1'' ( )m X k Y X k X= − −  

2 3 2'' ( )m Y k X k Y X= − − −  

o bien 

        
'' 3 2 0

2 '' 4 2 0

X X Y

Y Y X

+ − =
+ − =

 

 

Aplicamos Laplace 

 

{ }'' 3 2 0X X Y+ − =L  

{ }'' 2 2 0Y Y X+ − =L  

o bien 

2 ( ) (0) '(0) 3 ( ) (0) 2 ( ) 0s x s sX X sx s X y s− − + − − =  

2 ( ) (0) '(0) 2( ( ) (0)) 2 ( ) 0s y s sY Y sy s Y x s− − + − − =  

Aquí tenemos un sistema  para resolver  x(s)   e  y(s)     y obtenemos 

2 2
( )

1 4

s s
y s

s s
= +

+ +
 

y aplicando la inversa se tiene 

{ }1 1
2 2

( ) ( ) cos cos 2
1 4

s s
y s Y t t t

s s
− −  = + ⇒ = + + + 

L L  

y por otra parte   ( ) '' 2 ( ) cos 2cosX t Y Y X t t t= + ⇒ = −  

 

 

 



 
 
 
 
 

46 
 

Problema 9.- 

 

   Consideremos dos tanques conectados que tienen una solución salina . En el 

primero hay  X(t)   libras de sal  en 100 galones de salmuera  y en el segundo Y(t) 

libras de sal en 200 galones de salmuera . La salmuera se mantiene uniforme en cada tanque 

mediante  agitación ; desde el primer tanque hacia el segundo se bombea  a razón de  

30gal/min y del segundo hacia el primero a razón de 10gal/min . Además al primer tanque 

entra agua pura a razón de 20gal/min y por un orificio en el segundo tanque sale salmuera  

a razón de 20gal/min. Si inicialmente cada tanque contiene 50 libras de sal, determine 

la cantidad de sal  X(t)  e  Y(t) que hay en cada tanque  en cada instante t. 

 

Solución: 

 

     La cantidad de solución salina permanece constante en ambos tanques. La cantidad de sal por  

galón en el primero es 1/100X(t)  y la cantidad de sal por galón en el segundo es 1/200Y(t). 

De aquí tenemos 

1 3
'

20 10
X Y X= −  

3 3
'

10 10
Y X Y= −  

Aplicando Laplace 

{ } 1 3 1 3
' ( ) (0) ( ) ( )

20 10 20 10
X Y X sx s X y s x s

 = − ⇒ − = − 
 

L L  

{ } 3 3 3 3
' ( ) (0) ( ) ( )

10 10 10 20
Y X Y sy s Y x s y s

 = − ⇒ − = − 
 

L L  

Resolviendo este sistema resulta 

 

 



 
 
 
 
 

 

25 1 25 1
( ) (33 33) (33 33)

33 339 33 33 9
( ) ( )

x s

s s

= + + −
+ −

25 1 25 1
( ) (11 33) (11 33)

11 119 33 33 9
( ) ( )

y s

s s

= − + +
+ −+ −

y aplicando la inversa resulta 

( 9 33) ( 33 9)

40 4025
( ) (33 33) (33 33)

33
X t e e

− − − 
= + + − 

  

( 9 33) ( 33 9)

40 4025
( ) (11 33) (11 33)

11
Y t e e

− − − 
= − + + 

  

 

Problema 10.- 

Ahora,  

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

4 ( )1 1
4 ( ) , .

eq

w k k k kw
w k cte equivalente

k k k k k k k

+= + = = =
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25 1 25 1
( ) (33 33) (33 33)

33 339 33 33 9
( ) ( )

40 40
s s

= + + −
+ −+ −

 

25 1 25 1
( ) (11 33) (11 33)

11 119 33 33 9
( ) ( )

40 40
s s

= − + +
+ −+ −

 

 

( 9 33) ( 33 9)

40 40( ) (33 33) (33 33)
t t

X t e e
− − − 

= + + − 
  

 

( 9 33) ( 33 9)

40 40( ) (11 33) (11 33)
t t

Y t e e
− − − 

= − + + 
  

 

 

        Encuentre la ecuación del movimiento de la masa del 
sistema de la figura (no hay roce y las poleas no tienen masa).

 

         Solución: la tensión en la cuerda es w (el peso de m)

entonces la fuerza sobre la polea 1 es 2w . El centro de la polea 1

se mueve hacia arriba una distancia  
1

2w

k
   y el centro de la polea 

2  se mueve hacia abajo una distancia  
2

2w

k
 .Entonces el 

movimiento total de m  es  
1 2

2 2
2( )

w w

k k
+ .Suponemos 

y '(0) 0X =  

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

4 ( )
4 ( ) , .eq

w k k k k
w k cte equivalente

k k k k k k k

+= + = = =
+

 

Encuentre la ecuación del movimiento de la masa del 
sistema de la figura (no hay roce y las poleas no tienen masa). 

Solución: la tensión en la cuerda es w (el peso de m) 

entonces la fuerza sobre la polea 1 es 2w . El centro de la polea 1 

y el centro de la polea 

.Entonces el 

.Suponemos 0(0)X X=  



 
 
 
 
 

 

Entonces la ecuación del movimiento es

''( ) 0eqmX t k X+ =  

Aplicamos Laplace 

{ }''( ) 0eqmX t k X+ =L  

2( ( ) (0) '(0)) ( ) 0m s x s sX X k x s− − + =

2 2
0 0( ) ( ) 0 ( )( )eq eqms x s msX k x s x s ms k mX s− + =

0 02
( )

eq

s s
x s mX X

ms k
= =

+

Ahora aplicamos la inversa 

{ }1 1
0 0

2 2

( ) ( ) cos

( )

s
x s X X t X t

s

− −

 
 
 =  
 +  

L L

 

Problema 11.- 

 

Solución: 

 

Tenemos    por Kirchhoff 
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Entonces la ecuación del movimiento es 

( ( ) (0) '(0)) ( ) 0eqm s x s sX X k x s− − + =  

2 2
0 0( ) ( ) 0 ( )( )eq eqms x s msX k x s x s ms k mX s− + = ⇒ + =  

0 0

2 2( )eq

s s

k
s

m
+

 

0 0

2 2

( ) ( ) cos

( )

eq

eq

ks
x s X X t X t

mk

m

 
 
 

⇒ = 
 
  

 

   En el circuito de la figura E=60V, L=1h , R=50 Ohm

C=1/10000 f   y las corrientes  iniciales valen cero . 

Calcule las corrientes. 

En el circuito de la figura E=60V, L=1h , R=50 Ohm 

C=1/10000 f   y las corrientes  iniciales valen cero .  



 
 
 
 
 

 

1 2'( ) 50 60I t I+ =  

4 2
2 150 10 0

dI
I I

dt
− + − =  

Aplicamos Laplace a cada una de las ecuaciones y obtenemos

1 2

60
( ) 50 ( )si s i s

s
+ =  

1 2200 ( ) ( 200) ( ) 0i s s i s− + + =

Resolviendo este sistema para las dos intensidades tenemos

1

6 1 6 1 60
( )

5 5 100 ( 100)
i s

s s s
= − −

+ +

2

6 1 6 1 120
( )

5 5 100 ( 100)
i s

s s s
= − −

+ +

Y aplicando la inversa obtenemos

{ }1 100 100
1 1

6 6
( ) ( ) 60

5 5
i s I t e te− − −= = − −L

{ }1 100 100
2 2

6 6
( ) ( ) 120

5 5
i s I t e te− − −= = − −L

100
3 1 2 60 tI I I te−= − =  

 

Problema 12.-                   Para el resorte al techo la constante es 6 y para el segundo es 4

m1 vale 1 , m2 vale 2 , ambas parten de la posición 0 con velocidades iniciales 1 y
respectivamente  .  Encuentre las ecuaciones del movimiento para las masas.

   

 

49 

Aplicamos Laplace a cada una de las ecuaciones y obtenemos 

200 ( ) ( 200) ( ) 0− + + =  

Resolviendo este sistema para las dos intensidades tenemos 

2

6 1 6 1 60

5 5 100 ( 100)s s s+ +
 

2

6 1 6 1 120

5 5 100 ( 100)s s s+ +
 

Y aplicando la inversa obtenemos 

1 100 100( ) ( ) 60t ti s I t e te− − −= = − −  

1 100 100( ) ( ) 120t ti s I t e te− − −= = − −  

Para el resorte al techo la constante es 6 y para el segundo es 4

le 2 , ambas parten de la posición 0 con velocidades iniciales 1 y
respectivamente  .  Encuentre las ecuaciones del movimiento para las masas. 

Para el resorte al techo la constante es 6 y para el segundo es 4 

le 2 , ambas parten de la posición 0 con velocidades iniciales 1 y-1 
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Solución: 

 

Por Newton tenemos 

      1 1 1 1 2 2 1'' ( )m X k X k X X= − + −  

       2 2 2 2 1'' ( )m X k X X= − −  

o bien 

1 1 2

1 2 2

'' 10 4 0

4 2 4 0

X X X

X X X

+ − =
− + + =

   1 2 1 2(0) (0) 0 , '(0) 1 , '(0) 1X X X X= = = = −  

 

Aplicamos  Laplace a ambas ecuaciones obteniendo un sistema del cual resulta 

1 2 2

1 6 1
( )

5 2 5 12
x s

s s
= − +

+ +
 

2 2 2

2 1 3 1
( )

5 2 5 12
x s

s s
= − −

+ +
 

 

Ahora aplicamos la inversa 

 

{ }1 1
1 1 2 2

1 1 6 1
( ) ( )

5 2 5 12
x s x s

s s
− −  = = − + + + 

L L  

1

1 3
( ) 2 2 3

55 2
X t sen t sen t⇒ = − +    y análogamente  se obtiene 

2

2 3
( ) 2 2 3

5 10
X t sen t sen t= − −  

 

 

 

 

 



 
 
 
 
 

 

Problema 13.- 

 

 

       Una cadena de 6 m de longitud se desliza sobre una mesa sin rozamiento . S el movimiento

comienza en el momento que cuelga un metro de la cadena . ¿Cuánto tiempo tardará en 

deslizarse toda la cadena ? 

 

Solución: 

   Por Newton   tenemos 

'' , (0) 1 , '(0) 0
6

mg
mX X X X= = =

   Aplicamos Laplace 

{ } 2'' ( ) ( )
6 6

g g
X X s x s s x s

 = ⇒ 
 

L L

2 2

1 1 1 1
( )

2 2
( )

6 6 6

s
x s

g g g
s s s

⇒ = = +
− + −

Aplicando la inversa 

{ }1 1 1 1 1 1 1 1
( )

2 2 2 2

6 6

x s e e
g g

s s

− −

 
  = + = + 
 + −
  

L L

Ahora para  x(t)=6 despejando t  resulta       
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Una cadena de 6 m de longitud se desliza sobre una mesa sin rozamiento . S el movimiento

comienza en el momento que cuelga un metro de la cadena . ¿Cuánto tiempo tardará en 

'' , (0) 1 , '(0) 0mX X X X= = =  

2'' ( ) ( )
6 6

g g
X X s x s s x s− =  

1 1 1 1

2 2

6 6 6
g g g

s s s

= = +
− + −

 

6 61 1 1 1 1 1

2 2 2 2

6 6

g g
t t

x s e e
g g

s s

−

 
  = + = + 
 + −
  

 

Ahora para  x(t)=6 despejando t  resulta       
6

ln(6 35)) 1,94t seg
g

= + ≈  

Una cadena de 6 m de longitud se desliza sobre una mesa sin rozamiento . S el movimiento 

comienza en el momento que cuelga un metro de la cadena . ¿Cuánto tiempo tardará en  

t seg  



 
 
 
 
 

 

Problema 14.- 

 

            Cierto resorte se alargará 6 pulgadas si se le cuelga un peso de 12 libras. Supongamos

que el peso se sujeta al resorte  y que es estirado 4 pulgadas hacia abajo del punto de equilibrio

Si el cuerpo se mueve hacia arriba con una velocidad inicial de 2 pie/seg . Calcule  la ecuación 

del movimiento  (g=32 en el sistema inglés).

 

Solución: 

       Tenemos     
1

12 24
2

kx k k= =

Entonces la ecuación diferencial es

12 1
'' 24 0 , (0) , '(0) 2

32 3
X X X pie X+ = = = −

o      '' 64 0X X+ =  

Aplicamos Laplace 

     { }'' 64 0 ( ) (0) '(0) 64 ( ) 0X X s x s sX X x s+ = ⇒L

      2 1 1 1
( 64) ( ) 2 ( ) 2

3 8 3 8
s x s s x s+ = − +

Ahora aplicamos la inversa 

{ }1 1
2 2 2 2

1 1
( ) 2

8 3 8
x s

s s
− −  = − + + + 

L L

1 1
( ) cos8 8

3 4
X t t sen t= −  
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Cierto resorte se alargará 6 pulgadas si se le cuelga un peso de 12 libras. Supongamos

al resorte  y que es estirado 4 pulgadas hacia abajo del punto de equilibrio

Si el cuerpo se mueve hacia arriba con una velocidad inicial de 2 pie/seg . Calcule  la ecuación 

del movimiento  (g=32 en el sistema inglés). 

1
12 24

2

lb
kx k k

pie
⇒ =  

Entonces la ecuación diferencial es 

12 1
'' 24 0 , (0) , '(0) 2

32 3
X X X pie X+ = = = −  

2'' 64 0 ( ) (0) '(0) 64 ( ) 0X X s x s sX X x s⇒ − − + =  

2 2 2 2

1 1 1
( 64) ( ) 2 ( ) 2

3 8 3 8

s
s x s s x s

s s
⇒ = − +

+ +
 

2 2 2 2

1 1

8 3 8

s

s s
 = − + ⇒ + + 

 

Cierto resorte se alargará 6 pulgadas si se le cuelga un peso de 12 libras. Supongamos 

al resorte  y que es estirado 4 pulgadas hacia abajo del punto de equilibrio 

Si el cuerpo se mueve hacia arriba con una velocidad inicial de 2 pie/seg . Calcule  la ecuación  



 
 
 
 
 

 

Problema 15.- 

 

   Resolver    '' (1 2 ) ' 2 0 , (0) 1 , '(0) 2tY t Y Y Y Y+ − − = = =

        

Solución: 

   Aplicamos Laplace   {tY t Y YL

( '( ) 2 ( ) 1) (2 '( ) ( 2) ( ) 1) 2 ( ) 0sy s sy s sy s s y s y s− − + + + + − − =

de donde resulta 

' 1 '

2 2

y y ds
dy y s k

y s y s
= − ⇒ = −

− −∫ ∫

2

k
y

s
⇒ =

−
     y aplicando la inversa se tiene  

pero   (0) 1 1 ( )Y k Y t e= ⇒ = ⇒

 

Problema 16.- 

 

 

   Consideremos el sistema de la figura

k=25 y una amortiguación (proporcional a la velocidad) con B=6 . Además actúa una fuerza 

externa      F(t)=4senwt , con w=2 Encuentre la ecuación del movimiento

X(0)=X'(0)=0 

 

Solución: 
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'' (1 2 ) ' 2 0 , (0) 1 , '(0) 2tY t Y Y Y Y+ − − = = =  

}'' (1 2 ) ' 2 0tY t Y Y+ − − = ⇒  

( '( ) 2 ( ) 1) (2 '( ) ( 2) ( ) 1) 2 ( ) 0sy s sy s sy s s y s y s− − + + + + − − =  

ln ln( 2) ln
2 2

y y ds
dy y s k

y s y s
= − ⇒ = − − +

− −∫ ∫  

y aplicando la inversa se tiene  2( ) tY t ke=  

2(0) 1 1 ( ) tY k Y t e⇒ =  

Consideremos el sistema de la figura   que consiste de una masa m=1 , resorte de constante

k=25 y una amortiguación (proporcional a la velocidad) con B=6 . Además actúa una fuerza 

F(t)=4senwt , con w=2 Encuentre la ecuación del movimiento del sistema si

que consiste de una masa m=1 , resorte de constante 

k=25 y una amortiguación (proporcional a la velocidad) con B=6 . Además actúa una fuerza  

del sistema si 



 
 
 
 
 

 

Por Newton  tenemos 

'' 6 ' 25 4 2X X X sen t+ + =  

Aplicamos  Laplace  

2 ( ) (0) '(0) 6( ( ) (0)) 25 ( )s x s sX X sx s X x s− − + − + =

despejando x(s) se obtiene 

2 2 2 2

8 4 4 14 2 8( 3) 4
( )

( 4)( 6 25) 195 4 195 ( 3) 16
x s

s s s s s
= = +

+ + + + + +

y aplicando la inversa se obtiene finalmente

{ }1 34 2
( ) ( ) (7 2 4cos 2 ) (8cos 4 4 )

195 195
x s X t sen t t e t sen t− −= = − + −L

 

Problema 17.- 

 

   Resuelva el movimiento de cada cuerpo de la figura si

  1 1 2 2(0) '(0) (0) '(0) 0X X X X= = = =

horizontal dada por   ( ) 40 3F t sen t=

 

Solución: 

Por Newton tenemos 

1 1 22 '' 6 2X X X= − +  

2 1 2'' 2 2 40 3X X X sen t= − +

Ahora aplicamos Laplace 
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2

8
( ) (0) '(0) 6( ( ) (0)) 25 ( )

4
s x s sX X sx s X x s

s
− − + − + =

+
 

2 2 2 2

8 4 4 14 2 8( 3) 4

( 4)( 6 25) 195 4 195 ( 3) 16

s s

s s s s s

− + + −= = +
+ + + + + +

 

y aplicando la inversa se obtiene finalmente 

1 34 2
( ) ( ) (7 2 4cos 2 ) (8cos 4 4 )

195 195
tx s X t sen t t e t sen t− −= = − + −  

 

Resuelva el movimiento de cada cuerpo de la figura si 1 2 1 22 , 1 , 4 , 2m m k k= = = =

1 1 2 2(0) '(0) (0) '(0) 0X X X X= = = =   .Pero además sobre  la segunda masa actúa una fuerza 

( ) 40 3F t sen t=  

'' 2 2 40 3X X X sen t  

1 2 1 22 , 1 , 4 , 2m m k k= = = =  

.Pero además sobre  la segunda masa actúa una fuerza  
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{ } { }1 1 2'' 3X X X= − +L L  

{ } { }2 1 2'' 2 2 40 3X X X sen t= − +L L  

o 

2
1 1 2( ) 3 ( ) ( )s x s x s x s= − +  

2
2 1 2 2

120
( ) 2 ( ) 2 ( )

9
s x s x s x s

s
= − +

+
 

Resolviendo este sistema resulta 

1 2 2 2 2 2 2

120 5 8 3
( )

( 1)( 4)( 9) 1 4 9
x s

s s s s s s
= = − +

+ + + + + +
 

2

2 2 2 2 2 2 2

120( 3) 10 8 18
( )

( 1)( 4)( 9) 1 4 9

s
x s

s s s s s s

+= = + −
+ + + + + +

 

y aplicando la inversa resulta 

{ }1
1( ) 5 4 2 3x s sent sen t sen t− = − +L  

{ }1
2( ) 10 4 2 6 3x s sent sen t sen t− = + −L  

 

Problema 18.- 

     Calcule    
0

sent
dt

t

∞

∫  

Solución: 

{ }
0

1
1 ste dt

s

∞
−= =∫L       cambiamos s por t y t por x   

0

1txe dx
t

∞
− =∫  

0 0 0 0 0 0

1 tx txsent
dt sent dt sent e dx dt e sentdt dx

t t

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
− −   

= = = =   
   

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

1
02

0

1
/

1 2
dx tg x

x

π∞
− ∞= = =

+∫  
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Problema 19.- 

       Calcule     3

0

coste t dt
∞

−
∫  

Solución: 

       { }3

3
0

cos cost

s
e t dt t t

∞
−

=
=   ∫ L  

     { } { }
2

2 2 2

1
cos cos

1 ( 1)

d d s s
t t

ds ds s s

−= − = − =
+ +

L L  

luego       
2

3
2 2

0 3

1 8 2
cos

( 1) 100 25
t

s

s
e t dt

s

∞
−

=

 −= = = + 
∫  

 

Problema 20.- 

    Resuelva      '' 4 ( ) , (0) '(0) 0X X F t X X+ = = =    donde 

cos2 0 2
( )

0 2

t t
F t

t

π
π

≤ < 
=  ≥ 

 

Solución: 

Aplicamos Laplace 

{ } { }
2

2
2

(1 )
'' 4 ( ) ( ) 4 ( )

4

ss e
X X F t s x s x s

s

π−−+ = ⇒ + =
+

L L  

2
2 2 2 2

( )
( 4) ( 4)

ss s
x s e

s s
π−= −

+ +
 

Aplicando la inversa se tiene 

1
2 2

4( )
1

2 2
2

tsen t t
X t

sen t t

π

π π

 <  =  
 ≥
  
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RESUMEN TEÓRICO Y PROBLEMAS RESUELTOS 

 

a)Para una función f(t) periódica de período T , si se cumplen ciertas condiciones , admite una  

representación de la forma 

        0
1

2 2
( ) cosn n

n

n n
f t a a b sen

T T

π π∞

=

 = + +  
∑  

donde T es el período de la función  y 

      
2

0

2

1
( )

T

T

a f t dt
T

−

= ∫          
2

2

2 2
( )cos

T

n
T

n t
a f t dt

T T

π

−

= ∫       
2

2

2 2
( )

T

n
T

n t
b f t sen dt

T T

π

−

= ∫  

Obs.- El intervalo de integración puede ser cualquiera de longitud T 

b) La serie de Fourier de una función par f(t) de período T  es una serie cosenoidal  

    0
1

2
( ) cosn

n

n t
f t a a

T

π∞

=
= +∑  

donde   
2

0

0

2
( )

T

a f t dt
T

= ∫        
2

0

4 2
( )cos

T

n

n t
a f t

T T

π= ∫  

c) La serie de Fourier de una función impar  f(t) de período T es una serie senoidal 

        
1

2
( ) n

n

n t
f t b sen

T

π∞

=
=∑  

donde      
2

0

4 2
( )

T

n

n t
b f t sen

T T

π= ∫
 

d) Desarrollos de medio rango    

    Una función f(t) definida solamente en un intervalo  de 0 a l  se puede extender  a todo  

los reales salvo discontinuidades  , a un desarrollo par o uno impar mediante las fórmulas 
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0
1

( ) cosn
n

n
f t a a t

l

π∞

=
= +∑  

donde     0

0

1
( )

l

a f t dt
l

= ∫      ,   
0

2
( )cos

l

n

n
a f t tdt

l l

π= ∫      (Extensión par T=2l) 

o bien   
1

( ) cosn
n

n
f t b t

l

π∞

=
=∑  

donde      
0

2
( )

l

n

n
b f t sen tdt

l l

π= ∫       (Extensión impar T=2 l  ) 

e) Fórmula de Parseval 

    Si    0
1

2 2
( ) cosn n

n

n n
f t a a b sen

T T

π π∞

=

 = + +  
∑

      

entonces       

2
2 2 2 2

0
1

2

2
( ) 2 ( )

T

n n
nT

f t dt a a b
T

∞

=
−

= = + +∑∫
 

f)  Si f(x)  cumple con las condiciones necesarias , puede representarse  por la llamada integral  

de Fourier 

   [ ]
0

1
( ) ( )cos ( )F x A w wx B w senwx dw

π

∞

= +∫  

Donde   ( ) ( )cos , ( ) ( )A w f v wvdv B w f v senwvdv
∞ ∞

−∞ −∞

= =∫ ∫  

  Si f(x)  es par   , entonces B(w)=0   y    
0

( ) 2 ( )cosA w f v wvdv
∞

= ∫  

    y    [ ]
0

1
( ) ( )cosF x A w wx dw

π

∞

= ∫  

Si f(x)  es impar , entonces  A(w)=0  y   
0

( ) 2 ( )B w f v senwvdv
∞

= ∫  

y    [ ]
0

1
( ) ( )F x B w senwx dw

π

∞

= ∫  
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g)  Definición : La transformada de Fourier de f(t)   es 

        { }( ) ( ) ( ) jwtf t F w f t e dt
∞

−

−∞

= = ∫F  

Además     { }1 1
( ) ( ) ( )

2
jwtF w f t F w e dw

π

∞
−

−∞

= = ∫F  

donde j es la unidad imaginaria 

Obs.- Una condición para que exista la transformada de Fourier es 

         ( )f t dt
∞

−∞

< ∞∫
 

La transformada coseno de Fourier de f(t)  es 

         { }
0

( ) ( ) ( )cosc cf t F w f t wtdt
∞

= = ∫F  

además   { }1

0

2
( ) ( ) ( )cosc cf t F w F w wtdw

π

∞
−= = ∫F  

La transformada seno de Fourier de f(t) es 

       { }
0

( ) ( ) ( )s sf t F w f t senwtdt
∞

= = ∫F  

además   { }1

0

2
( ) ( ) ( )s sf t F w F w senwtdw

π

∞
−= = ∫F

 

PROPIEDADES 

1.-      { }1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )a f t a f t a F w a F w+ = +F  

2.-      { } 1
( ) ( )

w
f at F

a a
=F  

3.-     { }( ) ( )f t F w− = −F  

4.-     { } 0
0( ) ( ) jwtf t t F w e−− =F  
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5.-     { }0
0( ) ( )jw tf t e F w w= −F  

6.-    { } { }( ) ( ) ( ) 2 ( )f t F w F t f wπ= ⇒ = −   F F  

7.-       { }( ) ( ) ( ) ( )n nf t jw F w=F  

8.-        { }1 2 1 2 1 2 1 2

0

( ) * ( ) ( ) ( ) ( ) * ( ) ( ) ( )
t

f t f t f x f t x f t f t F w F w= − ⇒ =∫ F  

9.-      { }1
1 2 1 2

1
( )* ( ) ( )* ( )

2
F w F w F w F w

π
− =F  

10.-  Teorema de Parseval 

           
2 21

( ) ( )
2

f t dt F w dw
π

∞ ∞

−∞ −∞

=∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 
 
 

 

Problema 1.- 

 

 

     Encuentre el desarrollo de Fourier de la función

             

1 0
2( )

1 0

T

f t

 − − < < 
=  
 
  

Solución: 

      Claramente esta función es impar por lo tanto    

        
2 2

0 0

4 2 4 2 4 2
( ) 1 cos

T T

n

n n T T
b f t sen tdt sen t n

T T T T T n n n

π π= = = − + = −∫ ∫

Así  
4 1 2

( )
n impar

n
f t sen t

n Tπ

∞

=

= ∑

 

Problema 2.- 

 

 

Encuentre el desarrollo de Fourier  de la función
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Encuentre el desarrollo de Fourier de la función 

1 0
2

1 0
2

T
t

T
t

 − − < < 
 
 < <
  

 

Claramente esta función es impar por lo tanto    0 0na a= =  

[
2 2

0 0

4 2 4 2 4 2
( ) 1 cos

2 2

T T

n n T T
b f t sen tdt sen t n

T T T T T n n n

π π
π π π

 = = = − + = −  
∫ ∫

4 1 2n
f t sen t

n T

π
 

 

Encuentre el desarrollo de Fourier  de la función

0 2 1

( ) 1 1

0 1 2

t

f t k t

t

− < < − 
 = − < < 
 < < 

]( ) 1 cosb f t sen tdt sen t nπ= = = − + = −  

0 2 1 
 
 
  

 



 
 
 
 
 

 

Solución: 

   Es claro que la función es par  entonces   

    
2 1

0

0 0

2 1
( )

4 2 2
a f t dt kdt= = =∫ ∫

   
2 1

0 0

4 2 2
( )cos cos

4 4 2 2n

n t m k n
a f t dt k tdt sen

π π π= = =∫ ∫

Así      

        
2 1 3 1 3

( ) (cos cos cos .......)
2 2 3 2 5 2

k k
f t t t t

π π π
π

= + − + −

 

Problema 3.- 

 

 

 

Obtenga  el desarrollo de Fourier de la función 

     ( )f t t tπ π π= + − < <

 

Solución: 

 Basta desarrollar F(t)=t    y luego sumarle   

Ahora F(t)=t   es una función impar  y luego  

0 0

2 2 cos 1 2
( cos ) cosn

t nt
b tsennt ntdt n

n n n

π π

π π
− = = + = −  

∫ ∫

Así       

       1

1

( ) 2 ( 1)n

n

senn
f t π

∞
+

=
= + −∑
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Es claro que la función es par  entonces   0nb =      y 

4 2 2

k
a f t dt kdt= = =∫ ∫  

2 1

0 0

4 2 2
( )cos cos

4 4 2 2

n t m k n
a f t dt k tdt sen

n

π π π
π

= = =∫ ∫  

2 1 3 1 3
( ) (cos cos cos .......)

2 2 3 2 5 2
f t t t t

π π π= + − + −  

 

 

Obtenga  el desarrollo de Fourier de la función  

f t t tπ π π= + − < <             

(t)=t    y luego sumarle   π  

ión impar  y luego  0 0na a= =       

00 0

2 2 cos 1 2
( cos ) cos

t nt
b tsennt ntdt n

n n n

ππ π

π = = + = −  
∫ ∫  

senn

n

π
 



 
 
 
 
 

 

Problema 4.- 

 

Encontrar la serie de Fourier en forma compleja de la función periódica sinusoide f(t) de la 

figura  definida por 

     ( ) 2 , 0 1f t sen t tπ= < <

 

Solución: 

 

Tenemos     0

2
2w

T

π π= =          

1 1
2 2 2

0 0 0

1 1
( ) 2 2 ( )

T
i mt i nt in t in t i nt

nc f t e dt sen te dt e e e dt
T i

π π π π π− − − −= = = − =∫ ∫ ∫

1
(2 1) (2 1)

0

1 1i n t i n te e dt
i i i n i n

π π− − − + = − = − ∫

Como  2 1 ,i n i ie e eπ π π± −= =

2

4

(4 1)nc
nπ

= −
−

      y también se verifica   

de donde resulta 

          
2

4 1
( )

4 1n

f t e
nπ

∞

=−∞
= −

−∑
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Encontrar la serie de Fourier en forma compleja de la función periódica sinusoide f(t) de la 

( ) 2 , 0 1f t sen t t= < <  

         2( ) i nt
n

n

f t c e π
∞

=−∞
= ∑  

1 1
2 2 2

0 0 0

1 1
( ) 2 2 ( )

2
i mt i nt in t in t i ntc f t e dt sen te dt e e e dt

T i
π π π π ππ− − − −= = = − =∫ ∫ ∫  

(2 1) (2 1)

0

1 1

(2 1) (2 1)

ti n t i n te e
e e dt

i i i n i n

π π

π π

− − − + 
 = − = −   − − − + 

 

i n i ie e eπ π π± −= =    entonces 

y también se verifica   0
0

1 4
( )

T

c f t dt
T π

= =∫  

2

4 1
i ntf t e π

−
 

Encontrar la serie de Fourier en forma compleja de la función periódica sinusoide f(t) de la  



 
 
 
 
 

 

Problema 5.- 

 

 

 

Encuentre la serie de Fourier de la función de la figura  

             2( ) ,f t t tπ π= − < <

 

Solución: 

   se trata de una función par  y   

y      2 2

0 0

2 2 2 4
cos cosna t ntdt t tsenntdt nt

π π

π π
= = − =∫ ∫

entonces    

              
2

( ) 4(cos cos 2 cos3 .......)
3 4 9

f t t t t
π= − − +

 

Problema 6.- 

 

   Encuentre la serie de Fourier de la función valor absoluto de la figura  
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Encuentre la serie de Fourier de la función de la figura   

f t t tπ π= − < <  

se trata de una función par  y   0nb =    y además     
2

2
0

0

1

3
a t dt

π π
π

= =∫  

2 2
2

00 0

2 2 2 4
cos cos

sennt
a t ntdt t tsenntdt nt

n n n

ππ π

π π
  = = − =     

∫ ∫  

1 1
( ) 4(cos cos 2 cos3 .......)

3 4 9
f t t t t= − − +  

 

Encuentre la serie de Fourier de la función valor absoluto de la figura   



 
 
 
 
 

 

Solución: 

           ( ) ,f t t tπ π= − < <

Se trata de una función par   , luego    

0nb =    ,       0

0

1
a tdt

π π
π

= =∫

0 0

2 2 1 2
cos (cos 1)n

tsennt
a t ntdt senntdt n

π π

π π π
  = = − = −     

∫ ∫

Entonces 

       
4 cos3 cos5

( ) cos ......
2 3 5

f t t
π

π
 = − + + +  

 

Problema 7.-  

 

Encuentre la serie de Fourier de  la función de la figura   T=10

 

Solución: 

         
0 5 0

( )
3 0 5

t
f t

t

− < < 
=  < < 

 Tenemos   
5 5

0

5 0

1 1 3
( ) 3

10 10 2
a f t dt dt

−

= = =∫ ∫

5 5

5 0

2 2 1 2
( )cos 0 3cos 0

10 5 10n

n t n t
a f t dt dt

T

π π
−

= = + =∫ ∫

 

 

66 

f t t tπ π= − < <
 

Se trata de una función par   , luego     

2

π= =∫  

2
00 0

2 2 1 2
cos (cos 1)

tsennt
a t ntdt senntdt n

n n n

ππ π

π
π π π

  = = − = −     
∫ ∫  

2 2

4 cos3 cos5
( ) cos ......

2 3 5

t t = − + + +  
 

 

Encuentre la serie de Fourier de  la función de la figura   T=10 

0 5 0

3 0 5

t

t

− < < 
 < < 

 

5 5

5 0

1 1 3
( ) 3

10 10 2
a f t dt dt= = =∫ ∫  

5 5

5 0

2 2 1 2
( )cos 0 3cos 0

10 5 10

n t n t
a f t dt dt

π π= = + =∫ ∫  



 
 
 
 
 

 

5 5

5 0

2 2 1 3
( ) 0 3 (1 cos )

10 10 5 5n

n t n t
b f t sen dt sen dt n

π π
−

= = + = −∫ ∫

entonces  

                 
1

3 3(1 cos )
( )

2 5n

f t sen
∞

=
= +∑

 

Problema 8.- 

 

 

 

Encuentre la serie de Fourier de la función 

     2( ) , 0 2f t t t π= < <  

 

Solución: 

         
2

2 2
0

0

1 4

2 3
a t dt

π

π
π

= =∫  

2 2
2

0

1 1 2 2 4
cos cosn

t sennt
a t ntdt t nt sennt

π

π π
 

= = + − = 
 

∫
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5 5

5 0

2 2 1 3
( ) 0 3 (1 cos )

10 10 5 5

n t n t
b f t sen dt sen dt n

n

π π π
π

= = + = −∫ ∫  

3 3(1 cos )

2 5

n n t
f t sen

n

π π
π

−
∑  

Encuentre la serie de Fourier de la función  

 

2 2  

22

2 3 2
0

1 1 2 2 4
cos cos

t sennt
a t ntdt t nt sennt

n n n n

π
 

= = + − = 
 

 



 
 
 
 
 

 

2
2

0

1 1 2 2 4
n

t
b t senntdt nt tsennt nt

n n n n

π

π π
 

= = − + + = − 
 

∫

Luego 

         
2

2
1

4 4 4
( ) cos

3 n

f t nt sennt
n n

π π∞

=

 = + −  
∑

 

Problema 9.- 

 

 

 Desarrollar la función f(t)=t  a)  En una extensión impar  b) Una extensión par   T=4

 

Solución: 

a)     0 0 , 4na a T= = =  

     
2

0

4 2 2 4 4

4 4 2 2n

n t n n
b tsen dt t t sen t n

π π π = = − + = −  
∫

1

4
( ) cos

2n

n
f t n sen t

n

ππ
π

∞

=
= −∑

b)   0nb =     ,      
2

0

0

2

4
a tdt= =∫

2

0

4 2 4 4
cos cos (cos 1)

4 2 2 2n

n t n n
a t tdt sen t t n

n n n

π π π
π π π

 = = + = −  
∫
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22

2 3
0

1 1 2 2 4
cos cos

t
b t senntdt nt tsennt nt

n n n n

π
π 

= = − + + = − 
 

 

4 4 4
( ) cosf t nt sennt

n n

π π = + −  
 

 

Desarrollar la función f(t)=t  a)  En una extensión impar  b) Una extensión par   T=4

2

2 2
0

4 2 2 4 4
cos cos

4 4 2 2

n t n n
b tsen dt t t sen t n

n n n

π π π
π π π

 = = − + = −  

2

n
f t n sen t

π
     (Extensión impar) 

1a tdt= =∫  

2

2 2 2 2
0

4 2 4 4
cos cos (cos 1)

4 2 2 2

n t n n
a t tdt sen t t n

n n n

π π π π
π π π

 = = + = −  

Desarrollar la función f(t)=t  a)  En una extensión impar  b) Una extensión par   T=4 

cos cosb tsen dt t t sen t nπ  

cos cos (cos 1) 



 
 
 
 
 

 

Así la extensión par queda 

2 2
1

4
( ) 1 (cos 1)cos

n

f t n t
n

π
π

∞

=
= + −∑

 

Problema 10.- 

Calcule los coeficientes de Fourier de 

     

0 0

( ) 0
2 2

0
2

t

f t t

t

π
π π

π

 
 − < <
 
 = < <
 
 
 < <
 

2T π=  

 

Solución: 

           
2

0

0

1

2 2 8
a dt

π

π π
π

= =∫  

      
2

0

1 1
cos

2 2 2na ntdt sen
n

π

π π
π

= =∫

       
2

0

1 1

2 2 2nb senntdt
n

π

π π
π

= = −∫
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( ) 1 (cos 1)cos
2

n
f t n t

π= + −  

 

Calcule los coeficientes de Fourier de la función 

0 0

2 2

π π

π

 
 − < <
 
 = < <
 
 
 < <
 

 

1 1

2 2 2

n
a ntdt sen

n

π π
 

1 1
(1 cos )

2 2 2

n

n

π π= = −  



 
 
 
 
 

 

Problema 11.- 

Calcule la serie de Fourier para la función

0 0
( ) , 2

0

t
f x T

t t

π
π

− < < 
= = < < 

Solución: 

0

0

1

2 4
a tdt

π π
π

= =∫  

2
0

1 1
cos (cos 1)na t ntdt n

n

π

π π
= = −∫

0

1 1
( 1)n

nb tsenntdt
n

π

π
= = −∫  

2
1

2 cos(2 1) ( 1)
( )

4 (2 1) 2n

n t
f t sennt

n n

π π
π

∞

=

 − −= − + − 
∑

 

Problema 12.- 

Obtenga la serie de Fourier para la función 

2 2( ) , 2
3

2 2

x t
f t T

t t

π π

π ππ

 − < < 
= = 
 − < <
  
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Calcule la serie de Fourier para la función 

( ) , 2f x T π 
= = 
 

 

cos (cos 1)a t ntdt nπ= = −  

 

2

2 cos(2 1) ( 1)

4 (2 1) 2

nn t
f t sennt

n n

π π − −= − + 
 

 

 

Obtenga la serie de Fourier para la función  

2 2( ) , 2
3

2 2

f t T π
π π

 
 

= = 
 
  

 



 
 
 
 
 

 

Solución: 

       

3

2 2

0

2 2

1
( ) 0

2
a tdt t dt

π π

π π

π
π

−

= + − =∫ ∫

      

3 3

2 2 2

2 2 2

1
cos cos cos 0na t ntdt ntdt t ntdt

π π π

π π ππ
−

 
 = + − = 
  

∫ ∫ ∫

       

3 3

2 2 2

2 2 2

1
nb tsenntdt senntdt tsenntdt

π π π

π π π

π
π

−

 
 = + − 
  

∫ ∫ ∫

1

2

( 1) ...3 1

0 .... ( 1)

n n impar

n nn par n parπ

+   −
= +   

   

1

2
1

3( 1) ( 1)
( ) (2 1) 2

(2 1) 4

n n

n

f t sen n t sen nt
n nπ

+∞

=

 − −= − + − 
∑

 

Problema 13.- 

 

Obtenga la serie de Fourier de la función

1
0 1

2( ) , 2
3

1 2
2

x t
f t T

x t

 − ≤ ≤  = = 
 − ≤ ≤
  

 

Solución: 
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( ) 0a tdt t dt= + − =∫ ∫  

3 3

2 2 2

2 2 2

cos cos cos 0a t ntdt ntdt t ntdt

π π π

π π π

π
 
 = + − = 
  

∫ ∫ ∫  

3 3

2 2 2

2 2 2

b tsenntdt senntdt tsenntdt

π π π

π π π

π
 
 = + − 
  

∫ ∫ ∫  

03 1

20 .... ( 1)n
n imparn impar

n nn par n par

   
= +   −   

 

3( 1) ( 1)
( ) (2 1) 2

(2 1) 4

n n

f t sen n t sen nt
n n

 − −= − + 
 

 

 

Obtenga la serie de Fourier de la función 

( ) , 2f t T

 
  = = 
 
  

 



 
 
 
 
 

 

1 2

0

0 1

1 1 1 3
( ) ( ) 0

2 2 2 2
a t dt t dt= − + − =∫ ∫

 

1 2

0 1

1 3
( ) ( )
2 2nb t senn tdt t senn tdtπ π= − + − =∫ ∫

2 2
1 1

4 cos(2 1) 3 (2 1)
( )

(2 1) (2 1)n n

n n t sen n n t
f t

n n

π π
π π

∞ ∞

= =

− −= −
− −∑ ∑

 

Problema 14.- 

Calcule la integral de Fourier de la función

0 0

1
( ) 0

2
0x

x

f t x

e x−

< 
 
 = = 
 
 > 

 

Solución: 

0

( ) cos( )v e wv wsenwv
A w e wv dv

∞ −
−= = =∫

0

( ) ( )v e senwv w wv w
B w e sen wv dv

∞ −
−= = =∫

2
0

1 cos
( )

1

wt wsenwt
f t dw

wπ

∞ +=
+∫

 

 

1 2

0 1

1 3
( )cos ( )cos
2 2na t n tdt t n tdtπ π= − + − =∫ ∫
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1 1 1 3
( ) ( ) 0

2 2 2 2
a t dt t dt= − + − =∫ ∫  

 

0
1 3

( ) ( ) 3
2 2

n par
b t senn tdt t senn tdt

n impar
n

π π
π

 
 = − + − =  −  

∫ ∫  

1 1

4 cos(2 1) 3 (2 1)

(2 1) (2 1)n n

n n t sen n n t

n n

π π
π π

∞ ∞

= =

− −= −
− −∑ ∑  

 

Calcule la integral de Fourier de la función 

 
 
 
 
 
  

2 2

(cos ) 1

1 1

ve wv wsenwv

w w

− += = =
+ +

 

2 2

( cos )

1 1

ve senwv w wv w

w w

− − −= = =
+ +

 

wt wsenwt
f t dw  

2

0
1 3

( )cos ( )cos 4
2 2

n par
a t n tdt t n tdt

n impar
n

π π
π

 
 = − + − =  
  

∫ ∫



 
 
 
 
 

 

Problema 15.- 

 

Encuentre la integral de Fourier de la función

        

cos
( )

0

t t
f t

t

π

π

 < 
=  
 >
  

Solución: 

      f(t)  es par  luego  B(w)=0

2 2

0 0

( ) 2 cos cos cos(1 ) cos(1 )A w wt tdt w t w t dt

π π

= = + + −∫ ∫

(1 ) (1 ) 2cos
2 2 2

1 1 1

sen w sen w w

w w w

π π π+ −
= + = ≠

+ − −

Se verifica que A(1)=1/2 

Así   
2

0

cos cos2 2( )
1

w wt
f t dw

w

π

π

∞

=
−∫

 

Problema 16.- 
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Encuentre la integral de Fourier de la función 

2

2

π

π

 < 
 
 >
  

 

f(t)  es par  luego  B(w)=0 

[ ]
2 2

0 0

( ) 2 cos cos cos(1 ) cos(1 )A w wt tdt w t w t dt

π π

= = + + −∫ ∫  

2

(1 ) (1 ) 2cos
2 2 2 , 1

1 1 1

sen w sen w w
w

w w w

π π π

= + = ≠
+ − −

 

cos cosw wt
f t dw  

 



 
 
 
 
 

 

Calcule la transformada de Fourier de la función

1
( )

0

t a
f t

t a

 < 
=  

>  
 

Solución: 

{ }( ) ( ) ( ) 2jwt jwt jwa jwaf t f t e dt e dt e e
∞

− − −

−∞ −

= = = − =∫ ∫F

 

 

 

 

Problema 17.- 

Calcule la transformada de Fourier de la función     

Solución: 

      { }( ) ( )jwt jwt t jwt tf t e f t dt e e dt e e dt
∞ ∞

− − − − −

−∞ −∞

= = + =∫ ∫ ∫F

       
0

(1 ) (1 )

0

t jw t jwe dt e dt
∞

− + −

−∞

= + = + =∫ ∫

 

 

2
senwa

a
wa

=
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Calcule la transformada de Fourier de la función 

1
( ) ( ) ( ) 2

a
jwt jwt jwa jwa

a

senwa
f t f t e dt e dt e e

jw w
− − −

−∞ −

= = = − =∫ ∫  

 

 

Calcule la transformada de Fourier de la función     ( ) tf t e−=  

0

0

( ) ( )jwt jwt t jwt tf t e f t dt e e dt e e dt
∞ ∞

− − − − −

−∞ −∞

= = + =∫ ∫ ∫  

(1 ) (1 )
2

1 1 2

1 1 1
t jw t jwe dt e dt

jw jw w
= + = + =

+ − +∫ ∫  



 
 
 
 
 

 

 

Problema 18.- 

 

     Aplicación a la ecuación del calor

 

   Consideremos una barra de 30 cn de longitud  con  

de calor por los extremos . Supongamos que  la temperatura inicial es cero excepto  en el 

intervalo   5<x<10 donde la temperatura inicial es 25 grados . Encuentre la temperatura 

u(x,t) . 

        Solución: 

 

    La solución en este caso  la función está dada por

    donde  
30 10

0

0 5

2 1 25
25 25

30 15 3
c dx dx= = =∫ ∫

      
10

5

1 50
25cos ( )

15 30 3 6n

n x n n
c sen sen

n

π π π= = −∫

Entonces 

1

25 50
( , ) ( )exp( / 900)cos

6 3 6 30n

n n n x
u x t sen sen n t

n

π π π
π

∞

=
= + − −∑
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Aplicación a la ecuación del calor 

Consideremos una barra de 30 cn de longitud  con  2 1α =    y que no presenta  transferencia 

de calor por los extremos . Supongamos que  la temperatura inicial es cero excepto  en el 

o   5<x<10 donde la temperatura inicial es 25 grados . Encuentre la temperatura 

La solución en este caso  la función está dada por 

30 10

0 5

2 1 25
25 25

30 15 3
c dx dx= = =∫ ∫  

1 50
25cos ( )

15 30 3 6

n x n n
c sen sen

n

π π π
π

= = −  

2 2( , ) ( )exp( / 900)cos
6 3 6 30

n n n x
u x t sen sen n t

π π ππ= + − −  

y que no presenta  transferencia  

de calor por los extremos . Supongamos que  la temperatura inicial es cero excepto  en el  

o   5<x<10 donde la temperatura inicial es 25 grados . Encuentre la temperatura  
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Problema 19.- 

  Aplicación a la cuerda vibrante 

     Sea una cuerda vibrante de largo L  con extremos fijos con forma inicial  

2
0

2( )
2( )

2

x L
x

Lf x
L x L

x L
L

 ≤ ≤  =  − < ≤
  

 

y velocidad inicial cero. Encuentre u(x,t) 

 

Solución: 

2

2 2
0

2

2 2 2( ) 8
L

L

n
L

x n x L x n x
c sen dx sen dx

L L L L L n

π π
π

 
− = + = 

  

∫ ∫  

entonces 

2 2
1

8 1
( , ) cos ,

2n

n n x n a T
u x t sen sen t a

n L L

π π π
π ρ

∞

=

= =∑  

 

Problema 20.- 

Una cuerda tensa fija en sus extremos de longitud L, tiene una forma inicial dada por 

3
( ) 0,01

x
f x sen

L

π=      sin velocidad inicial.      Encuentre u(x,t) 

Solución: 

1

3 3
( ,0) 0,01 0,01n

n

x n x x
u x sen c sen sen

L L L

π π π∞

=
= ⇒ ≡∑  

3 0,01 , 0 3nc c n⇒ = = ≠  

3 3
( , ) 0,01 cos

x at
u x t sensen

L L

π π=  
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                          CAPÍTULO  4 

                CÁLCULO VECTORIAL 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 
 
 

 

 PROBLEMAS RESUELTOS

 

Problema 1.- 

 

  Si   A=(4,1,1)  ,   B=(1,4,5)     , calcule el vector proyección de   

3x-12y+4z=4 

 

      Solución: 

 

    (3, 12,4)n = −   es un vector normal al plano  

     , cosCB AB AC AC AB= − = =

n n AB
u AC n

n n
= ⇒ =  

, ( 3,3,4) , (3, 12,4)
n AB

CB AB n AB n
n

= − = − = −

420 159 792

169 169 169
CB i j k⇒ = − + +
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PROBLEMAS RESUELTOS Y APLICACIONES 

Si   A=(4,1,1)  ,   B=(1,4,5)     , calcule el vector proyección de   AB   sobre el plano

es un vector normal al plano   

 

, cos
n AB

CB AB AC AC AB
n

θ= − = =  

u AC n  

, ( 3,3,4) , (3, 12,4)CB AB n AB n= − = − = −  

420 159 792

169 169 169
CB i j k  

sobre el plano 



 
 
 
 
 

 

Problema 2.- 

Cierto fluido gira alrededor del eje z con una velocidad   

Calcule rotv   en un punto P(x,y.z) que no pertenece al eje z

Solución: 

2 2 2 2
, cos

y x
sen

x y x y
θ θ= =

+ +

2 2 2 2

y x
v v i j

x y x y

 
= − + 

 + + 

 

 

2 2 2 2

i j k

rotv k
x y z

y x

x y x y

∂ ∂ ∂= =
∂ ∂ ∂

−
+ +

 

Problema 3.-   

Determine las coordenadas de un punto P en el primer octante sobre la superficie 

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + =      tal que el vector normal a la superficie en ese punto forme 

ángulos iguales con los ejes coordenados.
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Cierto fluido gira alrededor del eje z con una velocidad   ,v v cte=  

en un punto P(x,y.z) que no pertenece al eje z 

2 2 2 2

y x

x y x y
= =

+ +
 

2 2 2 2

y x
v v i j

x y x y

 
 

+ +  
 

2 2

2 2 2 2
0

i j k
v

rotv k
x y z x y

y x

x y x y

∂ ∂ ∂= =
∂ ∂ ∂ +

+ +

 

Determine las coordenadas de un punto P en el primer octante sobre la superficie 

tal que el vector normal a la superficie en ese punto forme 

ángulos iguales con los ejes coordenados. 

Determine las coordenadas de un punto P en el primer octante sobre la superficie  

tal que el vector normal a la superficie en ese punto forme  
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Solución: 

Sea    ( , , ) 0x y zφ =   la ecuación de la superficie  entonces 

       
2 2 2 2 2 2

2 2 2x y z x y z
i j k t

a b c a b c
φ∇ = + + ⇒ = = =  

      2 2 2, ,x a t y b t z c t⇒ = = =  

reemplazando en la ecuación y despejando t  se tiene 

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1
( , , )

a b c
t P

a b c a b c a b c a b c
= ⇒ =

+ + + + + + + +
 

 

Problema 4.- 

Encuentre una función   ( )rφ    tal que su gradiente es igual a 
5

(1) 0
r

y
r

φ =  

Solución: 

 

( ) ' ' '
x y z

r i j k i j k
x y z r r r

φ φ φφ φ φ φ∂ ∂ ∂∇ = + + = + +
∂ ∂ ∂

 

5 4 3

1 1
' '( ) ( )

3

r r
r r C

r r r r
φ φ φ⇒ = ⇒ = ⇒ = − +  

3

1 1 1
(1) 0 ( )

3 3 3
C r

r
φ φ= ⇒ = ⇒ = − +  

 

Problema 5.- 

 

Encuentre la función ( )rφ   más general tal que    2 ( ) 0rφ∇ =  
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Solución: 

 

( ) '
r

r
r

φ φ∇ =  

2 ( ) ( ( ) ( ' ) ' '
r r r

r r
r r r

φ φ φ φ φ∇ = ∇ ∇ = ∇ = ∇ + ∇  

Desarrollando esta expresión se llega finalmente a la ecuación 

2
'' ' 0

A
B

r r
φ φ φ+ = ⇒ = +  

 

Problema 6.- 

¿Cuánto vale x si los vectores aplicados en el mismo punto O están en un mismo plano? 

6 2 5 , 8 5 2 , 3 3a i j k b i j k c xi j k= − − = − + + = + +  

 

Solución: 

 

Se debe cumplir 

6 2 5

8 5 2 0 6

3 3

x

x

− −
− = ⇒ = −  

 

Problema 7.- 

Encuentre el coseno del ángulo entre la superficies   2 2 2 2 29 , 3x y z z x y+ + = = + −  

en el punto (2,-1,2) 
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Solución: 

1
(2, 1,3)

2 2 2 4 2 4xi y j zk i j kφ
−

 ∇ = + + = − +   

2
(2, 1,3)

2 2 4 2xi y j k i j kφ
−

 ∇ = + − = − −   

1 2 1 2( ) ( ) cos 4 2 4 4 2 cosi j k i j kφ φ φ φ θ θ∇ ∇ = ∇ ∇ = − + − −  

de aquí se obtiene 

                    
8 21

cos
63

θ =  

 

Problema 8.- 

 

Calcule   ( ( ))rot r f r si f(r) es diferenciable 

 

Solución: 

( ( )) ( ( ))

( ) ( ) ( )

i j k

rot r f r r f r
x y z

xf r yf r zf r

∂ ∂ ∂= ∇× = =
∂ ∂ ∂

 

( ) ( ) ( )
f f f f f f

z y i x z j y x k
y z z x x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − + − + −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

Ahora   
' ' '

, ,
f f x f f y f f z

x r y r z r

∂ ∂ ∂= = =
∂ ∂ ∂

 

' ' ' ' ' '
( ( )) ( ) ( ) ( ) 0

f y f z f z f x f x f y
rot r f r z y i x z j y x k

r r r r r r
= − + − + − =  
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Problema 9.- 

Una curva en el espacio está dada por  ( ) cos
2

t
r t i sent j tk

π
= + +  

Calcule  T  en P(0,0,1)    (t=0) 

 

Solución: 

1
cos

2

dr
i t j sentk

dt π
= + −  

2
2 2

2

1 1 4
cos

4 2

dr ds
t sen t

dt dt

π
π π

+= = + + =  

2 2

1
cos 22
1 4 1 4

2

d r
i t j sentk i jdtT T

ds

dt

ππ
π π

π

+ − += = ⇒ =
+ +

 

esto para el punto   P. 

 

Problema .-10 

Calcule la torsión de la curva      2 31 1
( )

2 3
r t ti t j t k= + +      en t=2 

Solución: 

2' (1, , ) '' (0,1,2 ) 2r t t r t j tk= ⇒ = = +  

2''' (0,0,2) ' '' 2r r r t i t j k= ⇒ × = − +  

2

4 2

( ' '') ''' ( , 2 ,1) (0,0,2) 2
2

33' '' 4 1

r r r t t
en t

r r t t
τ × −= = = =

× + +
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Problema 11.- 

Encuentre una función f(z)  tal que en todo el espacio (excepto en el eje z ) rija 3divv =  

donde   
2 2

1
( ) ( )v xi y j f z k

x y
= + +

+
 

Solución: 

2 2 2 2
( ) ( )

x y f
divv v

x x y y x y z

∂ ∂ ∂= ∇ = + + =
∂ + ∂ + ∂

 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
'( ) 0 '( ) 3

( ) ( )

y x x y
f z f z

x y x y

− −= + + = + =
+ +

 

Luego    ( ) 3f z z C= +  

 

Problema 12.- 

Evalúe   
C

F dr∫      ,  donde   2F yi x j z k= − + +    y C es la curva de intersección del plano 

y+z=2   y el cilindro  2 2 1x y+ =   (C se orienta en el sentido positivo visto desde arriba ) 

 

Solución: 

2 2

(1 2 )

i j k

F y k
x y z

y x z

∂ ∂ ∂∇× = = +
∂ ∂ ∂
−

 

La proyección de S  (el plano  ) sobre el plano xy es el disco  2 2 1 , 2x y z y+ ≤ = −  

Entonces  aplicamos Stokes    

( ) (1 2 )
C S R

F dr F dS y dxdy= ∇× = +∫ ∫∫ ∫  

 

 

 



 
 
 
 
 

85 
 

Pasamos a polares 

2 1 2

0 0 0

1 2
(1 2 ) ( )

2 3
rsen rdrd sen d

π π

θ θ θ θ π= + = + =∫ ∫ ∫  

 

Problema 13.- 

    Calcule      
2 2 2

C

ds

x y z+ +∫     donde C es la primera espira  de la hélice circular 

cos , ,x a t y asent z bt= = =  

 

Solución: 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) cos
dx dy dz

ds dt a sen t a t b dt a b dt
dt dt dt

= + + = + + = +  

2 2 2 2 2

2 2 2
0

2
( )

a b dt a b b
I arctg

a b t ab a

π π+ += =
+∫  

 

Problema 14.- 

Una esfera con centro en el origen corta al plano z=0  en la circunferencia 2 2 1x y+ =  

Sea    ( , , )xzF y x e= −     .  Calcule   ( )
S

F dS∇×∫∫   con la normal exterior. 

Solución: 

Tenemos C definida por   cos , , 0 , 0 2x t y sent z t π= = = ≤ ≤  

Por Stokes   
2

0

( ) ( , cos ,1) ( ,cos ,0)
S C

F dS F ds sent t sent t dt
π

∇× = = − − =∫∫ ∫ ∫  

2
2 2

0

( cos ) 2sen t t dt
π

π= − + = −∫  
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Problema 15.- 

Evaluar  
S

F dS∫∫     , Donde   2 2F xy i x y j yk= + +      y S   es la superficie   2 2 1x y+ =  

acotada por los planos  1z = ±    e incluyendo las porciones   2 2 1x y+ ≤   cuando  1z = ±  

Solución: 

Por Gauss  
1

2 2 2 2

1

( ) ( )
S V V R

F dS divFdxdydz x y dxdydz x y dz
−

= = + = + =∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ ∫ ∫∫  

2 1
2 2 3

0 0

2 ( )
2R

x y dxdy r drd
π πθ+ = =∫∫ ∫ ∫  

donde   { }2 2( , ) / 1R x y x y= + ≤  

 

Problema 16.- 

 

Calcule 2

C

xydy y dx−∫      donde C es el borde del cuadrado de vértices (0,0) ,(1,0) ,(1,1), (0,1) 

recorrido en el sentido positivo. 

 

Solución: 

 

Por Green tenemos 

2
2 ( ) ( )

( ) ( )
C D

xy y
y dx xydy dA

x y

∂ ∂ −− + = − =
∂ ∂∫ ∫∫  

1 1

0 0

3
3

2
ydxdy= =∫ ∫
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Problema 17.- 

 

Evalúe  3 3 3 3(2 ) ( )
C

x y dx x y dy− + +∫    , donde C es la curva frontera orientada positivamente 

de la región D del semiplano superior  que se encuentra entre las circunferencias  

2 2 2 21 , 4x y x y+ = + =  

 

Solución: 

 

{ }( , ) / 1 2 , 0 2D r rθ θ π= ≤ ≤ ≤ ≤  

Aplicamos Green 

3 3 3 3 3 3 3 3(2 ) ( ) ( ) (2 )
C D

x y dx x y dy x y x y dA
x y

 ∂ ∂− + + = + − − ∂ ∂ 
∫ ∫∫  

2 2
2 2 3

0 1

45
(3 3 ) 3

4D

x y dA r drd
π

θ π= + = =∫∫ ∫ ∫  

 

   

 

Problema 18.-  

 

   Calcule   
3

S

n r
dS

r∫∫      donde S es una superficie cerrada que contiene al origen 

 

Solución: 

  Si O está dentro de S , encerramos O por una esfera pequeña s de radio a . Sea T  que  

denota  la región limitada por S  y s   . Por Gauss 
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3 3 3 3
0

S s S s T

n r n r n r r
dS dS ds dV

r r r r+

= + = ∇ =∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫∫  

pues  0r ≠ en T  . Así 

3 3
S s

n r n r
dS ds

r r
= −∫∫ ∫∫  

Ahora , en s  , r=a ,  
3 3 2

( ) 1
r

rr n r an
a r a a

−
= − ⇒ = = −  

2

3 3 2 2

1 4
4

S s s

n r n r a
dS ds ds

r r a a

π π= − = = =∫∫ ∫∫ ∫∫  

 

Problema 19.- 

 

Sea Q la región sólida limitada por los planos coordenados y el plano 2x+2y+z=6 

y sea 2F xi y j zk= + +    . Calcule 
S

I F ndS= ∫∫   donde S es la superficie de Q. 

Solución: 

 

Por Gauss   

 

3 6 2 23 3 3
2

0 0 0 0 0

(2 2 ) (12 4 8 4 4 )
y x y Y

Q

I FdV y dzdxdy x y xy y dxdy
− − − −

= ∇ = + = − + − −∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

3
2 3

0

63
(18 6 10 2 )

2
y y y= + − + =∫  
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Problema 20.- 

Calcule       2 3 21 cos
C

I y sen x xds= +∫     donde C es el arco de la curva y=senx  desde el 

punto (0,0)  al punto  ( ,1)
2

π
 

Solución: 

2 21 ( ) 1 cos
dy

ds dx xdx
dx

= + = +  

2 2
2 2 2 2 5 2

0 0

1 cos 1 cos (1 cos )I sen xsen x x xdx sen x x dx

π π

= + + = + =∫ ∫  

2 2
2 2 2 6 4 2

0 0

(1 cos ) (1 cos ) (cos cos cos 1)x x senxdx x x x senxdx

π π

= − + = − − +∫ ∫  

7 5 3 2

0

cos cos cos 64
cos

7 5 3 105

x x x
x

π

 
= − + + − = 
 

 

 

Problema 21.- 

 

Calcule  
C

A d r∫     donde     2A xy i x j= +    y   C  es la curva  x=cost  , y=3sent  0 t π≤ ≤  

Solución 

2 3 2

0

( 9 cos 3cos )
C C

A dr xy dx xdy sen t t t dt
π

= + = − + =∫ ∫ ∫  

2
4

0

9 3 3 3
2

4 2 4 2
sen t t sen t

π π = − + + =  
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Problema 22.- 

 

Calcule  
2 2

C

yzds
I

x y
=

+∫  

donde   2 3: 3 , 3 , 2 (1 ) , 0 1C x at y at z a t t= = = + ≤ ≤  

Solución: 

2 4 2 2' 3 1 4 4 3 (1 2 ) 3 (1 2 )r a t t a t ds a t dt= + + = + ⇒ = +  

11 3 2 4 2
2

2
0 0

(1 )(1 2 ) 1
2 2 2 ( 1)

1 2 2 2

t t t t
I a dt a t In t arctgt

t

 + += = − + − + − = +  
∫  

4 2
2

a
a aIn

π= − −  

 

Problema 23.- 

 

Sea   3 2 2 2F x yi x y j x yzk= + +      ,   Calcule   
S

I F dS= ∫∫   donde S  es la superficie de la 

región en el primer octante para la cual   1x y z+ + ≤  

 

Solución: 

 

Por Gauss  

26
S V

divF x y F dS divFdV= ⇒ = =∫∫ ∫∫∫  

11 1 1
2 2 3

0 0 0 0

1
6 (1 )

60

x yx

x ydzdydx x x dx
− −−

= = − =∫ ∫ ∫ ∫  
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Problema 24.- 

 

Determinar la masa del contorno de la elipse 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =    si su densidad lineal en cada punto 

M(x,y) es igual a y  

Solución: 

( . ) , cos ,
C C

M x y ds y ds x a t y bsentρ= = = =∫ ∫  

2
2 2 2 2

0

cosM bsent a sen t b tdt
π

= + =∫  

2
2 2 2 2 2 2 2 2

0

( cos ) ( cos )b a a b t sentdt a a b t sentdt
π π

π

 
= − − − − − 

 
∫ ∫  

2 2 2
2

2 2
2 ( )

a b a b
M b arcsen

aa b

 −= + 
−  

 

 

Problema 25.- 

Calcule el flujo de   
22( )xzF xyi y e j senxyk= + + +    a través de la superficie  limitada por 

21z x= −   y los planos z=0  ,   y=0    ,  y+z=2 

 

Solución: 

 

2 3F y y y∇ = + =      y por Gauss 

21 1 2

1 0 0

184
3

35

x z

S V

F dS divFdV ydydzdx
− −

−

= = =∫∫ ∫∫∫ ∫ ∫ ∫  
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Problema 26.- 

 

Si  18 7OA i j= +     y P recorre la elipse 
2 2

1
16 9

x y+ =    

¿Cuál es el valor máximo del producto escalar   OA OP    ? 

 

Solución: 

 

Pasamos a coordenadas polares  

4cos , 3x y senθ θ= =      , entonces 

72cos 21OA OP senθ θ= +  

Derivando esta expresión e igualando a 0 tenemos 

72 21cos 0senθ θ− + =  de donde resulta 

21

72
tgθ =  

Haciendo uso de las identidades trigonométricas 

2 2

1
, cos

1 1

tg
sen

tg tg

θθ θ
θ θ

= =
+ +

 

y reemplazando el valor numérico de la tangente y calculando el producto punto se tiene 

2 2

2 2

72 21
72cos 21 5625 75

72 21
OA OP senθ θ += + = = =

+
 

que corresponde a un valor máximo. 

 

 

 



 
 
 
 
 

 

 

 

Problema 27.- 

 

 

Calcule  ( )
C

senzdz cozdy xy dz+ −∫

Solución: 

 

2 2'( ) ( 3cos ,3 cos ,1)C t tsent sen t t= −

Entonces 

7

2
2 2 2 2

0

( 3 cos 3 cos cos )I sen t t sen t t sent t dt

π

= − + − =∫

7

2

0

1 1
cos

2 2
sent tdt sen t

π

 = − = − = −  
∫
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1
3( )senzdz cozdy xy dz+ −   donde   3 3(cos , , )C t sen t t=      0 t≤ ≤

2 2'( ) ( 3cos ,3 cos ,1)C t tsent sen t t  

2 2 2 2( 3 cos 3 cos cos )I sen t t sen t t sent t dt= − + − =  

7

2
2

0

1 1

2 2
sent tdt sen t

π

 = − = − = −  
 

7

2
t

π≤ ≤  



 
 
 
 
 

 

 

 

Problema 28.- 

 

 

Calcule  
C

I fdC= ∫     donde   

y      2 2( ) ( cos , , ) , 0 2C t t t t sent t t= ≤ ≤

 

Solución: 

Haciendo los cálculos resulta  

entonces 

  
2

2 2 4

0

(2 ) 1 4I t t t t dt
π

= + + +∫

se obtiene    

2 41 16 16

1

1 1
(1 16 16 ) 1

4 6
I udu

π π+ +  
= = + + − 

 
∫

94 

 

donde   2 2( , , ) (2 )f x y z z x y= + +  

( ) ( cos , , ) , 0 2C t t t t sent t t π= ≤ ≤  

Haciendo los cálculos resulta  2 4'( ) 1 4C t t t= + +  

2 2 4I t t t t dt   haciendo la sustitución    2 41 4u t t= + +  

3
2 4 2(1 16 16 ) 1π π

 
= = + + − 

 
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Problema 29.- 

En una lámina de lado a  ,la densidad es proporcional a la distancia hasta uno de sus vértices 

,calcular el momento de inercia de dicha lámina con respecto a los lados que pasan por ese 
vértice. 

Solución: 

Tenemos   2 2( , )x y k x yρ = +  

2 2 2 2( , )x

A A

I y x y dA r sen kr drdρ θ θ= =∫∫ ∫∫  

sec cos4 2
4 2 4 2

0 0 0
4

a a ec

xI kr sen drd kr sen drd

π π
θ θ

π

θ θ θ θ= +∫ ∫ ∫ ∫  

5 54 2
5 2 3 2

0
4

sec cos
5 5

ka ka
sen d ec sen d

π π

π

θ θ θ θ θ θ= +∫ ∫  

5

7 2 3 (1 2)
40

ka
Ln = + +   
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                       CAPÍTULO V 
 
                       Complementos 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 



 
 
 
 
 

 

 

EL PÉNDULO...NO TAN SIMPLE

 

 

Tenemos 

2 2 2

2 2 2

d s d d s
s L L m mgsen

dt dt dt
θ θ= ⇒ =

2 2

2 2

d g d d g d
sen sen

dt L dt dt L dt

θ θ θ θθ θ⇒ = −

2
2

2

1
( )

2

d d g d

dt dt L dt

θ θ 
⇒ = − 

 

2
2

2
( )

d d g d

dt dt L dt

θ θ 
⇒ = − 

 

2 2 1
( ) cos
d g dt

dt L d

θ θ⇒ = +

2
cos

d
t C

g

L

θ

θ
⇒ = − +∫
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EL PÉNDULO...NO TAN SIMPLE 

 

2 2 2

2 2 2

d s d d s
s L L m mgsen

dt dt dt

θθ θ= ⇒ = −  

2 2

2 2

d g d d g d
sen sen

dt L dt dt L dt

θ θ θ θθ θ⇒ = −  

d d g d
sen

dt dt L dt

θ θθ 
= − 

   

2d d g d
sen

dt dt L dt

θ θθ 
= − 

 
 

1

1

2 1
( ) cos

2
cos

d g dt
C

dt L d g
C

L

θ
θ

θ
= + ⇒ = ±

+
 

2

1cos

t C

C

θ

θ
= − +

+
  (signo menos pues θ  decrece) 
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No obstante esta integral no se puede resolver por funciones elementales 

Volvemos al principio y consideramos un ángulos pequeños  donde se cumple 

aproximadamente   senθ θ=  

La ecuación queda  

2
2

2
0 ,

d g
w w

dt L

θ θ+ = =  

Cuya solución es 

( ) cost A wt Bsenwtθ = +  

Función periódica de período   
2

2
L

T
w g

π π= =  

Para  θ   no pequeño  T no es constante y depende de la amplitud, en este caso 

 2 2 2 4 2 61 1.3 1.3.5
2 1 ( ) ( ) ( ) ....

2 2.4 2.4.6

L
T k k k

g
π  = + + + +  

 

0
0( ) , (0)

2
k sen

θ θ θ= =  

Si k=0  (θ  pequeño)   2
L

T
g

π=
 

 

Período para 0θ   arbitrario 

Partimos de la ecuación que ya habíamos deducido 

2

12

1
cos

2

d g
C

dt L

θ θ= +  

Ahora   para t=0   0 , 0
d

dt

θθ θ= =     entonces   1 0cos
g

C
L

θ= −    de donde 

0

2
(cos cos )

d g

dt L

θ θ θ= ± −  
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Si restringimos el movimiento cuando el péndulo va de 0θ θ=   a     0θ =  

que representa 1/4  del período y usando el signo menos de la raíz (θ  decrece) 

deducimos 

0

0

0cos cos

d
t

θ

θ
θ θ

= −
−∫  

Ahora 

2 20
0cos cos 2

2 2
sen sen

θ θθ θ  − = −  
 

entonces 

0

2 20 0

2

2 2

L d
T

g
sen sen

θ θ
θ θ

=
−

∫  

hacemos  

0 ,
2 2

k sen sen ksen
θ θ φ= =  

Y    00 0 ,
2

πθ φ θ θ φ= ⇒ = = ⇒ =  

con esta sustitución la integral queda 

2

2 2
0

4
1

L d
T

g k sen

π

φ
φ

=
−∫  

0 2
L

k T
g

π= ⇒ =  

Por el desarrollo binomial tenemos para   1x <  

2 3( 1) ( 1)( 2)
(1 ) 1 .......

2.1 3.2.1
p p p p p p

x px x x
− − −+ = + + +  

 

 



 
 
 
 
 

 

 

Para p=-1/2  tenemos 

1

2 1 1.3 1.3.5
(1 ) 1 .......

2 2.4 2.4.6
x x x x

−
+ = − + − +

Hacemos 

2 2x k sen φ= −   e integramos entre  0   y    

de donde se obtiene 

2 2 2 4 61 1.3 1.3.5
2 1 ( ) ( ) ( ) ......

2 2.4 2.4.6

L
T k k k

g
π  = + + + +  

donde hemos usado la fórmula de integración

2
2

0

1.3.5.....(2 1)

2.4.6.........2 2
nsen d

π

φ φ =∫

La integración es posible término a término pues  

 

LAS FUNCIONES ELÍPTICAS DE JACOBI

 

Consideremos la elipse    

100 

 

2 31 1.3 1.3.5
(1 ) 1 .......

2 2.4 2.4.6
x x x x+ = − + − +  

e integramos entre  0   y    
2

π
 

2 2 2 4 61 1.3 1.3.5
2 1 ( ) ( ) ( ) ......

2 2.4 2.4.6
T k k k

 = + + + +  
 

donde hemos usado la fórmula de integración 

1.3.5.....(2 1)

2.4.6.........2 2

n

n

π−
 

La integración es posible término a término pues  1k <
 

LAS FUNCIONES ELÍPTICAS DE JACOBI 

 

Consideremos la elipse    
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =        y   sea   b=1     

2
2

2
1

x
y

a
+ =1   (1) 



 
 
 
 
 

 

 

además  2 2 2x y r+ =

y la excentricidad es   

k es el módulo de la correspondiente función elíptica   

(si a=0  da la trigonometría ordinaria)

Ahora, el argumento u de la función elíptica es  

Entonces definimos 

 

sn(u,k)=y   (4)          seno 

cn(u,k)=x/a    (5)      coseno elíptico

dn(u,k)= r/a    (6)      delta elíptico

 a veces se omite k y anotamos  snu  , cnu ,   dnu  . Además definimos  

como el módulo complementario.  En otras notaciones se usa   

complementario y definimos  sn(u/m)=sn(u,k)

Otras nueve funciones elípticas de Jacobi son
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2 2 2x y r   (2) 

y la excentricidad es   
2

1
1 k

a
ε = − =      

k es el módulo de la correspondiente función elíptica   0 1k≤ ≤  

(si a=0  da la trigonometría ordinaria) 

Ahora, el argumento u de la función elíptica es  
Q

P

u rdθ= ∫     (3) 

seno elíptico 

coseno elíptico 

delta elíptico 

y anotamos  snu  , cnu ,   dnu  . Además definimos  

como el módulo complementario.  En otras notaciones se usa   2m k=

complementario y definimos  sn(u/m)=sn(u,k) 

Otras nueve funciones elípticas de Jacobi son 

y anotamos  snu  , cnu ,   dnu  . Además definimos  2' 1k k= −  

2m k  como el módulo      
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Ésta es la solución completa del péndulo simple en términos de funciones elípticas. 

Cabe señalar que hay muchos tipos de péndulo , inclusive un péndulo que tiene un doble  

período o sea tiene dos períodos independientes. El péndulo doble consiste de dos masas 

sostenidas en serie por un hilo sin masa  , el péndulo doble es tal vez el mecanismo más simple  

capaz  de tener un comportamiento caótico . Decimos que un sistema  es caótico si a pequeñas  

variaciones en las condiciones iniciales  el sistema produce grandes variaciones en su  

comportamiento  en el mediano o largo plazo. Por ejemplo el Clima es un sistema caótico. 

+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 

 

 

 

En lo que sigue vamos a ver una presentación  sobre las órbitas de los planetas 
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Cabe  señalar que las órbitas aquí deducidas se hicieron en base a las leyes de 

Newton.  Una mejor aproximación la ofrece la relatividad general de Einstein

que explica las anomalías en el comportamiento del planeta Mercurio . En realidad

las trayectorias son más complicadas ,elipses que rotan con cierta periodicidad

La" fórmula del Universo" de Einstein es

                  
1 8

2uv uv uv uvR g g T− + Λ =

que en realidad comprende varias ecuaciones.    

                                 

 

 

 

 

 

115 
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que explica las anomalías en el comportamiento del planeta Mercurio . En realidad

rias son más complicadas ,elipses que rotan con cierta periodicidad

La" fórmula del Universo" de Einstein es 

4

1 8
uv uv uv uv

G
R g g T

c

π− + Λ =  

que en realidad comprende varias ecuaciones.     

 

Cabe  señalar que las órbitas aquí deducidas se hicieron en base a las leyes de  

Newton.  Una mejor aproximación la ofrece la relatividad general de Einstein 

que explica las anomalías en el comportamiento del planeta Mercurio . En realidad 

rias son más complicadas ,elipses que rotan con cierta periodicidad 
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