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Prologo

Presentamos aqui un texto de problepmageltos de Mateméaticas Avanzadas destinado
a estudiantes de Ingenieria . La parte teéricageng conocida por el lector . Este libro es de
distribucion gratuita con fines netamente docergesprohibe su comercializacion.

EL AUTOR






Capitulo 1

Variaciones



RESUMEN TEORICOY PROBLEMAS RESUELTOS

El Calculo de Variaciones se ocupa de minimizanaximizar una cierta integral, por

ejemplo si queremos determinar la curva que hdgana la integral
3
I 1+ y?dx
%

que representa la longitud de la curva que unargbp (x,Y,) con el punto(X,,Y,).

Mas generalmente se trata de optiminar integral de la forma
X
IF(X, y,y)dx
%

La curva que satisface esta condicion se llamareéwemal” o "funcién estacionaria”
y los méximos o minimos se llaman "extremo" o "vastacionario"

Se demuestra que una condicion necesaria (pesaofitiente) para la funcion integrando es

i(a_F) —a—F =0 (Ecuacion de Euler)

dx oy oy
En el caso que F no contiene x explicitamentea juimera integral de esta ecuacion es

oF
F-y'>—=C
Yoy

También es posible incluir ciertas restricciongmr,ejemplo que los limites de la integral

pueden no ser fijos , 0 que se condicione la funegiacionaria a mantener constante la integral
X
IG(X, y,y)dx
%

Si consideramos la expansion de Taylor de

F(x,y+en,y+en)=F (x,u,y')+a—F£/7 +a—F£/7 ...
oy oy'

se define OF =6—F£/7 +a—F£/7'

oy = 0y’



d
Se demuestraque O y — conmutan, o sea

dx
ay'=(9y)’
En el caso de la restriccion a una integral cotstse aplican los multiplicadores de Lagrange

j(F + AG)dx
X

y ésta Ultima debe ser optimizada con

di(a(F +.G)) _0(F+G) 0
X oy ay

También se demuestra que una condicién necesasapa la integral

I F(X Y,y "dx sea un extremo es que
X

S[F(xy,y)ix=0
%

Ahora si tenemos n funciones

X =%0) , X, =X0) , e X €)

y queremos optimizar

entonces una condicidn necesaria es

i(a—lf)—a—F=O , k=1,2.,3,..n

dt %, 0X,



Para la integral

la ecuacion de Euler-Poisson es

oF d ,oF, d°F ,6oF d" oF
— () + — ) et €1 — (
oy dx(ay') dx? (ay") € 7dxn y™ F

El el caso que la integral es
0z 0z

| = || F(x,y,z,—,—)dxd

IDI (x Y, 275 i by
donde z es funcibn de x ey , tenemos la ecoat@d&uler-Ostrogradski

0 0

F,-——(F,)-——(F,)=0

x ax( o) ay( o)

0z 0z
donde —= , — =
i p dy q y

ai(Fp): pr+sz%+F %P, g %
X X

pan anX
0 0z op 0q
—(F,)=F, +F,—+F, —+F —
ay( q) ay gz ay qp ay qq ay

Para la funcional

I :” ..... .IF (% Xy s Xy Z PL Py e P, Oxdx, ..dx,

la ecuaciéon de Euler - Ostrogradski es

g
F,-Y —(F,)=0
z;a&(ﬁ)

o0 en forma desarrollada



n n a _
F,=> (F, *Fpp *2.F ﬂ):O donde z=2(X,X,,....
i=1

= P P; a)q
Problema 1.-

Hallar la extremal de la funcional

(360x°y —y ** Yix

O —y

con las condiciones y(0)=0 , y'(0)=1, y(1)50y'(1)=2,5

Solucion:
La Ecuacién de Euler-Poisson toma la forma
2 d2 m iv 2
360x +—2(—2y )=0= y'=18&
dx
1
= y=§x6 +Cx*+C,x*+Cx+C,

usando las condiciones de frontera encontramos

entonces la extremal pedida es

1 6 3 3 2
X) ==X +—=X"=3X"+X
oY==

Problema 2.-

Escriba la ecuacion de Euler-Ostrogradski pafarieional

= {(%)2 —(S—i)ﬂdxdy
Solucion:

Fixy.zpa)=p°-q° = —ai(Zp)—i(-z’q): c
X ay

10
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0°z 9’z _

0 sea — -
x> ay’
Problema 3.-
Una curva C que une los punt@s,y;,) ., (X,,Y,) se hace girar alrededor del

eje x . Encuentre la forma de la curva de modo@seperficie asi generada sea de area

minima.
Solucion:

El &rea de la superficie esta dada por
Xo Xo
277! yds = 277J‘ yy/ 1+ y Zdx
X Xy

como el integrando es independiente de x aplicdapsmera integral de la ecuacion de Euler

con F =y1+y*? nos queda

Wiry? -y 2 @y )y '=C

que se puede reescribir como

y =C = y'=—=

J1+ y'2 dx C

= y= ccosh%k )

11






1 . ds
0+mgy1=§m(a)2+mg(yl-y)

Entonces

U

ds,,
)2 =2
(dt) ay

de donde

Tomando F = y aplicando la primera integral de la ecuaciofEdker , pues

F no depende explicitamente de x tenemos

que podemos transformar a

Jyy1+y? =%=J5

y despejando y' se tiene

_dy_ |y _ y
it Pl kol f ey

Tomando

y:asenzé?:%(l—cosz?]
y reemplazando se tiene
> a
xzzajsen ede:aja— cos® §6 =" (B-sen B yk

luego las ecuaciones paramétricas de la curva son

13



x=b(g-seng) +k , y=Db(l-cowp)
con b:% , =20 , k=0 (a curva pasa por € origen)

b se determina con el segundo put La Curva es una Cicloide.

Problema 5.-
Otro problema Clasic
Se trata de encontrar la ca cerrada simple de longitud L que encierre la mayex
Solucion:
Antes de aplicar nuestra herramienta variacionabedremos aqui una "demostrac
geomeétrica intuitiva de que la curva que se busda eircunferenc
La curva en cuestion debe convexa ,esto significa que dados dos puntos ayaks
de la region que encierra , el trazo que los @he @star completamente en la re

Ahora supongamos que no es convexa como mue: figura

Vemos que tiene reentradas , pero por €lo si trazamos una tangente como se mu
y copiamos simétricamente respecto de la tangeldsegmento de curva mas corto , se obit
una curva de la misma longitud que la primitivaopgue encierra una mayor é. Luego la

curva buscada tiene gaer convex

14



Por otra parte si trazamos una recta que dividecarva en dos partes de igual long
entonces se afirma que las dos areas en que de tiviegion deben ser iguales. En el
si no fuera asi procederiamos a copiar simétriceiamitad de la curva que encierri mayor

area respecto de la recta divisoria y obtendriamagr area con igual longitud de cu

Por lo tanto basta con analizar lo que ocurre aonitad de la cun

Afirmamos que el &ngulo ACB debe recto . En efecto , si asi no fuera podemos de

los puntos A y Bpivotando en C , manteniendo la longitud de la @wenstante

maximizando el &rea del triAingulo ACB , y estmapaualquier punto C de la cu

Ahora la Unica curva que cumpletas tres condiciones es la circunferenc
Apliqguemos ahora nuestra herramienta variac

El &rea de una encerrada por una curva cerradplesen el plano esta dada
1 1 :
A= [ xdy—yax = (xy'- y)dx
2 C 2C

la longitud de arco esta dada

s= j 1+ y“Zdx
C
Utilizamos ahora el método de los multiplicadored dgrange

1= ]| 300+ E v fo

15



Aplicamos Eulera F =%(xy'— y)+A{1+y*? y obtenemos

i( /]y' ):—1
dx [1+y|2
0 Y - x4
1+y|2

despejando y' se tiene

ﬂ:i X_C-‘-

Integrando
y=C, =%A* =(x~-¢c)*

0 (X=G)? +(y—C,)* = A7

gue es una circunferencia.

Problema 6.-

Encuentre las extremales de la funcional

Oty

(Y=Y . y@=0 . y£)=1

Solucion:

Aplicamos Euler ala funcion

16



F=[(y)-y*]
obtenemos —2y—%(2y 1=0 = -2y-2=C(
0 y'+y=0 Una ecuacion lineal homogénea de segarakn
r’+1=0 = r =+i lo que nos lleva a la solucién
y =C;senx+ C, cosx

Ahora aplicando las condiciones

y(0)=0= C,=0
7T,
y(E):]-:> C=1

Asi entonces la Unica extremal gs= senx

Problema 7.-

Calcule las extremales de la funcional

(y?+12xy)dx y(0)=0 , y(@F 1

O ey =

Solucion:
F=y?+12xy
Aplicamos Euler
d T n
12x—(2y)=0 = y*=&=(
dx
de donde resulta
y=x"+Cx+C,

y(0)=0 = C,=0
y1)=1 = C=0

Ahora

luego y=Xx es la Gnica solucion.

17



Problema 8.-

Aplique variaciones para demostrar quadtadcia mas corta entre dos puntos en el plano

es el trazo de recta que los une.

Solucién:

4
Tenemos | =J. 1+y?ds
X

ahora F =,/1+y"?
aplicamos Euler

dl1 2;1
-——|=@A+y*)22y'|=0
dx[Z( y*) y}

n I1 ;1 1, n
Y'Yty i -y = (1ry )2 2y Yy
2 -0

2

1+y

y"{W-V'Z(H y Q)_Z} =0

(@]

"[1+ye—y'2}

2

=0
1+y

o

y'=0 = y=Cx+C,

una recta.

Problema 9.-

Plantee la integral para minimizar el tiemmpeertido en el desplazamiento por cierta curva

y=y(X) desde el puntoA(X,,Y,) al punto B(x,Yy,) sila velocidad g—f =v(y"

18



depende solo de y'. Resuelva el caso particular v=

Solucién:

Ahora en el caso particular que v=x queda

S,

X

X
X

Aplicamos Euler

1 4
d|,@+y9) ey

0 =0

X X

Integrando queda

y -C
xl+y?
Hacemos
. tot tot
y'=tgt = =C, > ——=C
x/l+tgt xsed '
= ﬂt = Cl = X= sent — y
= C C/1+ y*?
. 1
Entonces x=C 'sent , C '=—
Cl
dy _ _ RN
Por otra parte o tgt = dy =tgtdx =tgtC, 'costat
X

19



Entonces y=-C,'cost+C,
Ahora x*+(y-C,)*=C,"’sent+C,'*cos’t =C, *
0 X2+(y_C2)2=C1I2

Una familia de circunferencias.

Problema 10.-

Hallar las extremales de la funcional

ot—nly

[y'2+ 2%+ 2yz}dx , y(0)=0 , y(7—27): 1 ,20)=0 |, z(7—27):—1
Aplicamos Euler a F primero respecto a y(x) y tuag(x), se obtiene

22-9 (2y1=0 = z-y"=0
dx
d ¥ n
2y—-—((22)=0 = y-z"=0
dx

De las Gltimas ecuaciones se obtieng/¥ —y =0 una ecuacién lineal homogénea de cuarto
orden r‘*-1=0 = r=+1 ,r=4i de donde obtenemos
y=Ce* +C,e ™ +C,cosx+C senx
z=y"=Ce" +C,e* —C,cosx—C,senx
Ahora aplicamos las condiciones numéricas y obtesem
y(0)=0 = C+C,+C,=0

y(’—ZT) =1 = Ce?+Ce?+C,=1

20)=0 = C,+C,-C,=0

2(Z)=-1 = Cg?+Cge?-C,=-1

20



Resolviendo este sistema de ecuaciones resulta
c=C,=C,=0 , C,=1

Asi entonces resultay =senx , z=-senx

Problema 11.-

Hallar las extremales de la funcional

Xy

I =IF(y',z')dx
X0
Solucion:

Tenemos oF —i(a—F) =0
dy dx oy’
oF d oF
T -—()=0
0z dx 0z

dy' dz'
F,..,—+F,..—=0
° odx Y7 dx

I:z‘ 'ﬂ-'- Fz'z'd_z =0
7 dx dx

este Ultimo par de ecuaciones forma un sistemaigjue una Unica solucion si el determinante

principal es no nulo , esto es
y"'=0 = y=Cx+C,
z"=0 = z=Bx+B,

Una familia de rectas en el espacio.
Problema 12.-

1
Encuentre las extremales de la funcionbkF J.(y2 +y'2+ 2ye)dx
0

21



Solucion:
Aplicamos Eulera F = y? + y'+ 2ye*
de donde resulta 2y +2e* — 2y "= C
0 y"-2y=¢"
una ecuacion lineal no homogénea de segundo otgensolucion es

y= CleﬁX + Cze'f2X +2€"

Problema 13.-

Encuentre las extremales que satisfacen lasaionds dadas para la funcional

(4y12 + y22 +Yy,'y,)dx  con las condiciones

O t——n Y

O=1, %.()=0 . ¥, =1 .y, {F:
Solucion:
Aplicamos Euler a F para cada varialdeue nos lleva a
Y,"=8y, ., ¥,"=2,
y reemplazando la segunda variable en la parmbtenemos
y,Y =16y, = vy, " -16y,=C
de donde obtenemos
y, =Ce”* +Ce > +C,cos Xx+C sen X

Aplicando las condiciones numéricas que se dabtene

C,=-

22



Problema 14.-

Optimice

O =y

(y?+x)dx , y(0)=y(®)=0 , [y’dx= 2

Solucién:

Usamos Lagrange
L=F+AG=y?+x*+A(y*-2)
y aplicamos Euler

L, =24y , L, =2y’

y
di(Zy'):ley = y"'=Ay = y:Acos/]x+Bsen\/]x
X

por las condiciones iniciales se obtiene
A=0 , Bsend/A=0 = A=n7 ,n=1.2,..

Asi  y=Bsennmx

1 1 1
Pero la condicién '[yzdx = '[ Bsen’nrmxdx =2 = Bz{z—m} =2
0 0 2 anmr |,

= B’z=4 =B=+2

Asi y=xsennzzx , n=1,23,.....

Problema 15.-

Hallar la extremal de la funcional | = [ (360x*y -y ®)Ix sujeto a

Oy

y0)=0,y®=0,y 'O 1,y '@ 2,

23



Solucion:

Aplicamos Euler-Poisson

2

d d
F ——dX(Fy.) +—dx2 (F,.)=0 =
2 d2 (1) P AV 2
= 360x +y(_2y )—0:> Yy = 18&

= y:%x6 +CxX*+Cx*+Cx+C,
Aplicando las condiciones dadas se tiene
3
Clzz , C,=-3 ,C,=1,C,=0
Entonces finalmente

y=1x6+§x3—3x2+x
2 2

Problema 16.-

b
Encuentre las extremales de la funcional = I[(l+ x)y'z]dx

a

Solucion:

Aplicando Euler se obtiene la ecuacion diferenmidinaria
-2y'-2(1+x)y "= C
cuya solucién es

y(x) =C, +C,In(1+x)

24



Problema 17.-

Encuentre las extremales de la funcional
b
| = I[Zyex +y*+ y'z}dx
a

Solucién:

Aplicamos Euler y se obtiene
26" +2y-2y"=C

cuya solucion es

y(x)=Ce*+C,e” +% xe*

Problema 18.-

Una cadena delgada pesada cuelga de losspunéfx,,y,) , B(X,,Y,)

Encuentre la forma que toma la cadena si tiendtlahg.

Solucién:

La energia potencial total de la cadernaregorcional a la cantidad

Iy 1+ y*2dx pero ademas J. 1+y*2dx=L
X X

Aplicamos Lagrange y Euler primera integraciontjesee
12 1 12 1
y—7 ToYA+YE) A - : T-(@+y° P |=C
(1+y*)? @+y*®)y
o simplificando
cA+y?)=(y+4)’

resolviendo esta ecuacion se tiene

25



y(x) =§[cosh@x+ﬂ %

donde los parametros a , B, y se determinan con las condiciones

YOO =Yy, YOQ)=Y, o [Jl+yfdk=L
il

Problema 19.-
hallas las extremales de la funcional

W

a y

X

Solucioén:

Aplicamos la primera integral de Euler gemos

\/1+y'2_y. Y ¢
y yyl+y?

0 y 1+y'2=é = (x+C)’+y°=C™

Familia de circunferencias

Problema 20.-

|
Encuentre las extremales de la funciondl = I y " ydx sujeto a
0

y(0)=0 , y()=R
Solucion:

3
Aplicando la primera integral de Euler llegaraos y°y=C = y=(Ax+/)*

3
: . X\s
y aplicando las condiciones tenemoy = R(l—)4

26



Problema 21.-

Hallar las extremales de la funcional
2
=[P+ 2+ 200, yO=1,y@=2,2(F 0 2 @F
1

Solucién :

Aplicando Euler tenemos
y'=0, z-2"=0 = y=Cx+C, ,z=Cg+Cge”

Y aplicando las condiciones dadas resulta

Problema 22.-

De todas las curvas que unen los puntos,3P(¥ Q(2,5) hallar la curva en la cual

2
I = J. y'(@+x%y )dx alcanza un extremo.
1
Solucién:
Euler implica
i(a_F):O — a_cmte
dx oy ay'
= 1+2Xy'=C = wy_c-1 = y:&"'cz

dx 2x° X

Ahora reemplazando los puntos dados se obtiene

C,=-4 , C,=7 dedonde resulta finalmente

y=7-2
X

27



Problema 23.-

Encuentre las extremales de la funcional
X
| = J‘ (2yz+y*? —z%)dx
X0
donde y, z son funciones de x

Solucion:

Aplicando Euler tanto respecto de y como de zeseeti
22—%(2y'): 0 , Zy—% €2z = (
= y"-z=0, z%+y=0
= y'+y=0
resolviendo esta ecuacion resulta
2 2.k i J2

y=(Clcos7x+C23en—2x)97 + C, cos?x+C45en—2

y ademas z=y"
Problema 24.-

encuentre las extremales de la funcional
Vs
I =I(2yz—2y2 +y 2=z 2)dx
0

con las condiciones y(0)=0, y(7)=1, z(0)=0 ,z@@F-:

Solucion:

28
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Aplicando Euler respecto de z ey respectivasmesd obtiene
y"+2y-z=0 , z%y=0
de donde obtenemos
y'+2y"+y=0
entonces Yy =C, cosx+C,senx+ C,x cox+C xsenx
y aplicando las condiciones numéricas se tiene
y = C,senx + C,xsenx —% COSX
por otra parte
z=y"+2y = z=C,senx+C,(2cosx+ xsenx )+717 (Benx—x cox

y con las condiciones numéricas se tiene

zzCzsenx+71T(25enx—xcosx)

Problema 25.-

Encuentre las extremales de la funcional
p 1
= [ (y+yy+y oy )

Solucién:

Aplicamos Euler y se obtiene

1+y"di(y+1+y')=0 = y=1=y=x+G
X

= y:%x2+C1x+C2

29



Problema 26.-

¢ Qué valor numérico 6ptimo alcanza la fomai
2
| = j y?x%dx  sila curva extremal cumple copl)=0 , y(2)=
1
Solucion:
: : \ _C C,
Aplicando Euler se obtiene2y'x’ =k = vy =—= = y=—+C,
X X

aplicando las condiciones numéricas se obtiene

C=-4,C,=4 = y=4—i2
X
Ahora y':% = y'zz%j y'z)(3:£;1
Entonces
2 2
[Shoc -2 =24
lX X 1
Problema 27.-

Ahora vamos a examinar el problema "isovdtino" de la superficie cerrada que encierra
un volumen maximo . Sabemos que es la superfiféziea . Este problema fue resuelto por
Schwars H. W. a fines del siglo 19 . En tiemposlennos Joel Hass demostro la conjetura de
la doble burbuja que como caso particular se pdedacir el problema de la esfera . Por el
lema de Brian Cabell White ,la superficie en déestiebe ser una superficie de revolucion

Haremos uso de este lema y buscaremos la curvgemeee la superficie que estamos buscando

Solucion:

Consideremos una curva que pasa por el onjgame la hacemos girar alrededor del eje x

30



El volumen engendrado esV = ﬂj yZdx sujeto a la condiciorA = 27TI yds fijo

Hacemos yds=dw donde wvariade 0 aa= ZA
T

dx dy ds
t dx® +dy® = ds® )+ (D) ?=(—)°?
enemos y = ( dW) ( OIW) ( OIW)

1
2

= xf+yw2=y

a a a 1
escribimos V = ITI Ya %dwz ITI yx,0w = V= ITJ. y(d-y?y,?)2dw
0 W 0 0

1

& 2
hacemos z= % y’> entonces V = nﬁj[z(l— z} )]
0

Ahora aplicamos Euler primera integral y llegamos az=b(1-z,7°) , b=cte

" ” . dz Z:
esta Ultima ecuacion la escribimos coma— = (1_6)2
W

Z Z _} w Z }
int 1-—) 2dz=|dw -D1--P+DdD=w
e integramos !( b) J; = ( b)2
= 4°(1-0)= (W-2Y

a
como z=0 paraw=a tenemob = a y reemplazando este valor tenemos

1
Ahora )gszg = x:(g)zw . Eliminando w queda
a a

{x—(ﬂ)ﬂ +y*=0)

31



1 3
a5 w 4 a.;
Se genera una esfera de ra((?)2 y el volumen méaximo es§ 77(—2)2

Para mayores detalles véase el texto

"The Science of Soap Films and Soap Bubbles" rl Ggnberg

Problema 28.-

Ahora un desafio para el lector . Es bien sabite si excavamos un tunel por la Tierra
(o una esfera uniforme) que la atraviese completéen , al dejar caer un objeto por el tinel
se obtiene un movimiento arménico simple . PreguntExiste alguna forma curva del tinel

gue tenga un periodo minimo ? (Aplique Variacidhes

32



CAPITULO I

LA TRANSFORMADA DE LAPLACE
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RESUMEN TEORICO Y PROBLEMAS RESUELTOS

Definicion.- Sea F(t) definida para t>0 , entahtzetransformada de Laplace de F(t) es
L{FQ}=f(9= Ie'StF(t)dt
0

Propiedades.-

1.- Linealidad

Si C, , C, sonconstantes Y (t) , F,(t) tienen transformadas de Laplace
L{R®} = f(s) , L£{F,t)}=f,(s) ., entonces
L{CF () +CF,t)} =C.£{F ()} +C{F )} =C f(s)+C £ (s)
2.- Primera propiedad de traslacion
si £{F()}=f(s) . entoncese{e"F(t)} = f(s-a)

3.- Segunda propiedad de traslacion

s e{FO} =19 vy G(t)z{F“’a’ t>a}

0 t<a
entonces L{G(t)} =e*f(s)
4.- Propiedad del cambio de escala

Si  £{F(t)}=f(s) entonces £{F(at)} :§ f (2)
5.- Transformada de derivadas
a) Si  £{F(t)}=f(s) entonces

2{F'®)} =sf(9-F(0)

34



b) Si F(t) no satisface la continuidad en t=pero lim F(t) =F(0°) existe
L{F@®)} =sf(5)-F(0")
c) Si £{F()}="f(s) entonces
£{F"(t)} = (s)-sF (0)-F (0)

d)si £{F(t)} =f(s) entonces
L{FO )} =51 (9 -s"'F(0)~S"?F '(0)~ ...~ sF "2 (0} F "V (0
6.- Transformada de Integrales

si #{F(t)} =f(s) entonces { | F(u)du} RG]
7.- Multiplicacion por t"

Si £{F(t)} =f(s) entonces

L{t"F )} = (1" (s)
8.- Division por t
Si £{F(t)}=f(s) entonces

f{Ft(t)} jf(u)du S m@ existe

S
9.- Funciones periddicas

Sea F(t+T)=F(t) entonces

} e F (t)dt

RO} =
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10.- Comportamiento de f(s) cuando s tiendeiaitof
si £{F()}="f(s) entonces
lim=0
S 00

11.- Teorema del valor inicial

Si existen los limites indicados , entonces
lim F(t) =lim sf(9
t-0 S 00
12.- Teorema del valor final

Si existen los limites indicados , entonces

lim F(t) =lim sf(9

LA TRANSFORMADA INVERSA
Definicion.- Si £{F(t)} = f(s) ,entonces £{f(s)} =F(t)

PROPIEDADES

1.- Linealidad.-
LHC f(5)+C,f ()} =CF(t) +C F {t)
2.- Primera propiedad de traslacion
Si £{f(s)} =F(t) entonces
£ f(s-a)} =€e*F(t)
3.- Segunda propiedad de traslacion

Si £{f(s)} =F(t) entonces

fl{e"asf(s)}:{g(t_a) tt:j
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4.- Propiedad de cambio de escala

si £H{f(e}=F)

£ (ko)) = % F(&)

entonces

5.- Transformada inversa de derivadas

si £H{f(s9)}=F()

entonces

£ 109} = (-1)"t"F ()

6.- Transformada inversa de Integrales

7.

8.

£H ()} =F(t)

1T _F@®)
£ {J;f(u)du}— t

- Multiplicacién por s"

Si £{f(s)} =F(t) entonces siF(0)#0 tenemos

£Hsf(s)} =F'(t) + F(0)I(t)

- Division por s

si £H{f(9}=F)

fl{ﬁ} = j F (u)du
S 0

entonces

9.- Propiedad de convolucion

y

si £H{f(9}=F)

y £Ha(s)} =G(t)

L f(9)a(s) :jF(u)G(t ~U)du=F*G

F*G=G*F
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TABLA PARA FUNCIONES ELEMENTALES

F(t) f(s)

1 —
i 1
SZ
n!
n
t n+1
ot 1
s—a
a
senat > >
sT+a
cosat =
s +a’
a
senht > >
s —a
S
cosht > >
s —a
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Problema 1.-
Resuelva Y'+2Y =€ |, Y(0)=0
Solucion:
Aplicamos Laplace

e{y+2v}=ple?} = £{v}+2¢{v} =Sle

:sy(s)—v(0)+2y(s>=5712 = V(S)(S+2):sle

= y(s) = (S+2)2

Ahora aplicamos el operador inverso

1
(s+2)?

£Hy(s)} = ,ﬁ"l{ } = Y(t)=te™

Problema 2.-

Resuelva Y"+4Y=cos3 ,Y (O O ,Y '(OF

Solucion:

Aplicamos Laplace

L£{Y"+ay} =2{cos¥ = s’y 6)sY (0OrY '(Oy #¢F Szig
2 = S = =
= EHAyEISSTa = VES (s* +9)(s*+ 4)
S 1l s

= (s)—i -=
y 58°+4 5s°+9

Ahora aplicamos el operador inverso
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a I (S _1_ L IS
£y} =5 {52+4} 5" {sz+ 9}

= Y(t) :}cosz 1 cosB
5 5

Problema 3.-
Un resistor de 9 Ohms , un capacitor dd fdradios y un inductor de 1 Henrio estan

conectados en serie con una fuente de poder dalté4Encuentre la carga del capacitor
en el tiempo t si la carga inicial y la corriemeial son nulas. Y que sucede con estas variables
cuando t tiende a infinito.

Solucion:

La ecuacion que rige este circuito es

q"+9g9+149=14 ,q (OF 0 ,q '(OF

y aplicando Laplace tenemos
£{Q"+9Q+14Q} = £{14

(S°a(s) ~ SQ(0) ~Q'(0))+ 90 6)-Q (0))+ 1416):1_4

14

= q(s)(sz+9s+14)=1—s4 = CKS):W(&L?)

1 2 1 7 1
=) =S+t ————
S 5s+7 5s+2

Ahora aplicamos el operador inverso

_ .12 1 7 1
el = e —————
{q( )} {s 5s+7 b5s+ 2}

2 o T _
= Qt)=1+=¢" ——e™*
Qt) = =€ ¢
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Ahora si t crece indefinidamente entonces Q(tidiea 1 y por otro lado como

I(t)=Q'(t) = 1—54(6‘2t -e ™) , cuando t crece indefinidamente I(t) tiemdcero.

Problema 4.-

Encuentre Q(x) si
Q(x)—F(x):/iJX.ex‘yQ(y)dy , A=cte , F=F(X)
Solucion:
Escribimos Q(x)—AJX.eX'VQ(y)dy:F(x) 0 Q(X)-Ae* QX = F(X)
y aplicamos Laplace £{Q(x)-Ae'*Q¥} = £{F(X}
= a9 2919 = q9= 1=+

(1 /]) s—(1+ 1)

Y ahora el operador inverso

£H{q(s)} =fl{f(s)+%} = Q(X) = F(x)+A£F(y)e‘1*”)(X'y)dy

Problema 5.-

Una masa de 5Kgse sujeta a un resorte suspesaliel techo y ocasiona que el resorte
se estire 2m al llegar al reposo en equilibrio eléga luego la masa a 1m sobre el punto de
equilibrio y se le aplica una velocidad dirigidecta arriba de 1/3 m/seg . Determinar la

posicion del objeto eh= gseg (g=10)
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Solucion:

ma=-kY = 5Y"+kY =0 ,k=5—202 25

=>5*25%=0=Y%Y¥=0Y OF 1Y '(0?%
Aplicamos Laplace
£{Y"+5Y} =0 = s’y(s)-sY(0)-Y '(0O)+ 5 6)= O

s 1
$+5 3(*+5)

- y(s)(s2+5):s+§ = y(s)=

Ahora aplicamos la inver

S . 1
s"+5 3(s°+5)

£H{y(s)} = f‘l{

=cos§ +isen 5
15

Si t=£ se tiene Y(7—T)=Coss—n+isenZT:_£2
4 4 4 15 4 15

Problema 6.-

m

Una masa m se encuentra sobre una superfigmhtal sujeta por ambos lac

por dos resortes de constante (1/2)k cada unbade, @l coeficiente de roce entre m )

superficie esf y m tiene velocidad inicialany posicion inicial X, . Encuentre la ecuacic

del movimiento.

Solucién:

Tenemos -kX+fmg=mxX" = X"+£X:fg
m
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Aplicamos Laplace
n k — 2 ' k — fg
£X +EX —,E’{ fg} = sX(s)-sX(0)-X (0)+EX(S)_?

= Xx(s)=1g L + X, Sk
2

(s’ +—) ST+ —
m m

Ahora aplicamos la inversa

£Hx(s)} =£71 fg LR X, = "
2

s(s® +k) ST+ —
m m

de donde resulta

X () :(xo—meg)costmeg : w:\/%

Problema 7.-

Resuelva el sistema

X"+Y'+3X =15 X(0)=15 , X '(0)=-4¢
Y"-4X'+3Y =15en 2 Y(0)=27 , Y'(0)=-5¢

Solucién:

Aplicamos Laplace a ambas ecuaciones
£{x"+Y+3x} = {15}
L£{Y"-4X"+3r} = £{15%en 2}

de donde obtenemos

$°X(s) = sX(0) = X '(0)+sy (s)-Y (0)+ X (s):sl—+51
30
s +4

s'Y(s) ~sY(0)-Y '(0)~ (x(s)~ X (0)+ 3y 6)=
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Obtenemos un sistema en x(s) e Yy(S) cuya salue

_ 30s 45 3 3
X(s) = 2 1 o2 & t—
s+1 s°+9 s+1 s°+4

30s 60 3 2

s) = - - +
y(s) S°+9 s*+1 s+1 s?+4

Ahora aplicamos la invers.

_ 30s 45 3 3
LX)} = — =
{x(s} {sz+1 s?+9 s+1 sz+4}

_ .| 30s 60 3 2
LHy)} =" = -——+
{y( )} {sz+9 s’+1 s+1 s+ 4}

de donde obtenemos

X(t)=30cost-15en 3+ &' + 2cost2

Y(t)=30cos3- 68ent— &' +sen @

Problema 8.-
k K, k
1 My o m
X(t) Y(

k=1,k=k=2 m=1,m=2 X(@0)=1, Y(0)=2

El sistema de la figura esta inicialmente en repo€alcul las ecuaciones del movimie
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Solucion:

Por Newton
mX "=k, (Y- X)-kX
mY " =-k,X =Kk, (Y = X)
0 bien
X"+3X -2Y = OJ

2Y"+4Y - 2X =

Aplicamos Laplace

L£{X"+3X-2r}=0

L£{y"+2y-2x} =0

o bien

s*X(s) —sX (0) = X '(0)+ Ix(5)- X (0)- & 6)= C
sy(s)—sY(0)-Y (0)+ 2(sy 6)-Y (0))- X 6)= €

Aqui tenemos un sistema para resolver x(s)(s} yy obtenemos

S S

S=—"
v(s) s+1 s*+4

y aplicando la inversa se tiene

S S
2 +2
sT+1 s°+4

£Hy(s)} = ,f‘l{ } = Y(t) =cost + cosP

y por otra parte X(t) =Y"+2Y = X(t)=cod- 2cos
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Problema 9.-

Consideremos dos tanques conectados que ti@aesolucion salina . En el
primero hay X(t) libras de sal en 100 galonesalmuera y en el segundo Y(t)
libras de sal en 200 galones de salmuera . La satmae mantiene uniforme en cada tanque
mediante agitacion ; desde el primer tanque reldagundo se bombea a razon de
30gal/min y del segundo hacia el primero a razéhQdml/min . Ademas al primer tanque
entra agua pura a razén de 20gal/min y por urcarién el segundo tanque sale salmuera
a razon de 20gal/min. Si inicialmente cada tanquetiene 50 libras de sal, determine

la cantidad de sal X(t) e Y(t) que hay en camgie en cada instante t.

Solucion:

La cantidad de solucion salina permanece aotesen ambos tanques. La cantidad de sal por

galén en el primero es 1/100X(t) y la cantidacalepor galon en el segundo es 1/200Y (t).

De aqui tenemos

-1y_3
20 10

Y':ix _EY
10 10

Aplicando Laplace

£{x} = f{iv—ﬁ x} — (s)- X(0) =?1Oy(s)——130x(s)

20 10
" = 3 —3 —_ :_3 —_3
£{Y} —f{ﬁx 1OY} = sy(s)-Y(0) 10x(s) > 0y(s)

Resolviendo este sistema resulta
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X(S)

_25 1
= 33(33+\/?3>—S+(9+\/3—3)

40

y(s _—(11 J_:s)—
8 \/_

40

y aplicando la inversa resu

9-/33)t

X (t) ——{(33+\/_3)3 40

(-9-v/33)t

/339y
+(33-4/33p }

S(33-3: 3)?

s-(12 9

(11+ J3: 3)?

:

33

40

40

«/33- 9}
Y(t)-—li(ll J33e 0+ (1133 w }

Problema 10.-

Encuentre la ecuacion del movimiento de la mas

B sistema de la figura (no hay roce y las poleasemeh masa

|
<,
2K
<

F\_/
\

Solucién: la tension en la cuerda es w (el pesm)

entonces la fuerza sobre la polea 1 es 2w . Et@éetla polea

, : , 2w
se mueve hacia arriba una distanefa- Yy el centro de la pole

B =

, , 2w
2 se mueve hacia abajo una distaneta .Entonces €

2
Ky

movimiento total de m es?(z—w +2k\—N) .Suponemo X (0) = X,
2

e s s S
yX'(0)=0

_ Aw(k +k,) _ : _ kk,
—)=——-1 27 = cte. equivalente=——=
T Kk, e o+,
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Entonces la ecuacion del movimient:

mX "(t)+keqX =0
Aplicamos Laplace

£{mX"(t)+k X} =0

m(s?X(s) - X (0) — X (0))+ kX (5)= 0

ms?X(s) —msX,, +k,X(s) =

0 = x(s)(ms”+k,)=mXgs

X(s) =mX,

S =X S
rnS+keq SZ+( &)2
V' m

Ahora aplicamos la inverse

_ S K
X} =L Xg———— | = X(t) = X, cos,|—t
k m
SZ+( ﬁ)Z

Problema 11.-

v . ~
e
e 2 P\ -::l'_:-

|

Solucién:

Tenemos por Kirchhoff

En el circuito de la figura E=60V, L=1h , R=50 C
C=1/10000 f vy las corrientes iniciales valeroce

Calcule las corrientes.
C
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1,'(t)+501,, = 60

50104d|2+l -1,=0
dt

Aplicamos Laplace a cada una de las ecuacioneten@ino

,(9) +501,(5)= >

~200, )+ (5+ 200), 6 )= O

Resolviendo este sistema para las dos intensidexieso

(9) = 61 6 1 60
7 5s 5s+100 6+ 100)
: 61 6 1 120
i,(s) =—=

55 5s+ 100 6+ 100}
Y aplicando la inversa obtenen

6 6 —10(1

{ l(s)} =1,(t) = - 60te

iy (9} = 1,(t) Zg‘g S

I, = = 60e™*®

Problema 12.- Para el resorte al techo la constante es 6 y pasgendo es

ml vale 1, m2 Va 2 , ambas parten de la posicion 0 con velocsladeiales 1 -1
respectivamente . Encuentre las ecuaciones dehiemto para las mas:

49



Solucion:

Por Newton tenemos
mX,"=-k X, +k,(X,—X)
m,X," ==K, (X,— X))

0 bien

XX == 0 0)=X,(0)=0 X, (0)=1.X, (OF - -
—4X, +2X,+ 4X, = S TEE e '

Aplicamos Laplace a ambas ecuaciones obteniendstema del cual resulta

O=-cm st

£ 55°+2 5s*+12
2 1 3 1

%(8)=-Z -

52+2 552+12

Ahora aplicamos la inversa

. 11 6 1
X9} = {Xl()_ 5¢+2 5 +12}

= X,(t)= %Sen\/it + \/55 senA/3 y anadlogamente se obtiene

X (t)_—£senft—*/§sen2ﬁ
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Problema 13.-

Una cadena de 6 m de longitud se desliza sobrenesa sin rozamiento . S el movimie
comienza en el momento que cuelga un metro dadkenea. ¢ Cuanto tiempo tardaré

deslizarse toda la cadena *

Solucion:

Por Newton tenemos
mX":%x . X(0)=1, X (0)= 0
Aplicamos Laplace

N _ o) 9 2 _e=9
,E’{X}—,ﬁ’{esx}:sx(s) S 6x(s)

A

Aplicando la inversa

= X(g)=

£HxE)}=£" % :—1e_\/%+—1e\/§6t

e

Ahora para x(t)=6 despejando t resultat = \/Eln(6+\/35))= 1,94seg
g
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Problema 14.-

Cierto resorte se alargara 6 pulgadas si se lgawsl peso de 12 libras. Suponga
que el peso se sujedhiresorte y que es estirado 4 pulgadas hacia deapunto de equilibr
Si el cuerpo se mueve hacia arriba con una veldéideial de 2 pie/seg . Calcule la ecuac

del movimiento (g=32 en el sistema ingl

Solucion:
1 b
Tenemos 12=kx=k= = k=24—
2 pie

Entonces la ecuacion diferencia

12 1.
“EX"24X =0, X (0)==pie ,X '(OF- 2
5 (O5=P (OF

o X"+64X=0
Aplicamos Laplace

£{X"+64X} =0 = £x(6)-sX (0)- X (O 64 ¢ F 0

1+_15
+8 35°+8&

(s° +64)x(s):—2+%s = X(6)=-2

Ahora aplicamos la inverse

$£+8 35°+8

f‘l{x(s)}=f1{—2 L .2 & }:

X(t) :lcosa—gsen 3
3 4
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Problema 15.-
Resolver tY"+(1-2)Y=2=0 ,Y(O=1,Y 'OF 2

Solucién:

Aplicamos Laplace £{tY "+ (1-2)Y - 2} = 0=

(-sy'(s)-2sy(s)+ D)+ (Z=y '6)+ 6+ 2y €)1 ¥ 6F O

de donde resulta

y'_ 1 y' ds
__* Zdy=-|— = Iny=-In(s—2)+Ink

= y= é y aplicando la inversa se tierY (t) = ke™

pero Y(0)=1 = k=1 = Y(t)=¢&"

Problema 16.-

l'—— M=1 F(r) = 4 sin cr

Consideremos el sistema de la fic que consiste de una masa m=1 , resorte de cor
k=25 y una amortiguacion (proporcional a la veladidcon B=6 . Ademas actta una fue
externa F(t)=4senwt , con w=2 Encuentre la ecuacién delimi@ntc del sistema

X(0)=X'(0)=0

Solucion:
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Por Newton tenemos
X"+6X + 25X = 4ben 2

Aplicamos Laplace

$°x(s) - sX(0) - X (0)+ 6(sx (5)- X (0)y+ 25 6 F Szi g
despejando x(s) se obtiene
X(s) 8 _ 4 —4ds+ 14+ 2 86+ 3r 4

(£ +4)(S+6s+25) 195 ?+ 4 1954+ )+ 16

y aplicando la inversa se obtiene finalm:

_ 4 2 _
PHX(s) = X(t)=— (7sen2t — 4cos? y—e* (8cost4sen t4
{x(s)} (t) 195( * 108 ( )

Problema 17.-

Resuelva el movimiento de cada cuerpo de la figim =2 ,m,=1,k, =4 ,k,= 2
X,(0)= X,'(0)= X, (0)= X, '(0)= 0 .Pero ademas sobre la segunda masa actla una

horizontal dada por F (t) =40sen3

Solucién:

Por Newton tenemos

2X, "=-6X,+ 2X,
X,"=2X,—2X,+4(en 3

Ahora aplicamos Laplace
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£{X,"} =2{-3X,+ X}

£{X,} =2{2X,-2X,+ 40en 3}
0

$°X,(S) = =38%,(8) + X,(S)

120
7%, (S) = 2%, (8) — 2%, (5)"‘@

Resolviendo este sistema resulta

(= 120 __5_ 8. 3
: (SS+1)(S*+4)(*+9) s*+1 s’+4 s®+9

120(° + 3 10 8 18
X(s) = e+3) _ 19,

(S +1)(S2+4)(S7+9) s2+1 S+ 4 2+ G
y aplicando la inversa resulta

£H{x(s)} =5sent - 4sent + sen 3

£Hx(s)} =10sent + 4sen 2 - Gen 3

Problema 18.-
“ t
Calcule J‘ﬂdt
o &
Solucion:

i"{]} = Ie‘gdt =é cambiamos s por ty t por >}:e‘txdx :%
Tﬂdt = Tsent }dt = Tsent ﬁ e‘txdx}dt = T[T e‘txsentdt}dx =
0 t 0 t 0 0 ol o

:J.—dzl )(:tg_l)(/o“0 :]_T
o X +1 2
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Problema 19.-
Calcule J.e‘at cosdt
0

Solucién:

Te‘3tt cosdt =[,£0{t co }]S:3
0

d s _ -1
dss*+1 (s°+1)°

£{tcog = —%,ﬁ’{ cog} = -

($+17],, 100 2t

co 2_
luego J'e_sttcosdt={ s -1 } _ 8 _ 2
) _, 100 25

Problema 20.-

Resuelva X"+4X =F () , X(0)=X '(0)= C donde

cos2 Kt 27
F(t) =
0 t=2r

Solucion:

Aplicamos Laplace

. _ ) _s(1-e?™)

£{X"+ax} =2{F )} = s’x()+ GRS
_ _Q2ms S

X(©) (s? +4)? (s*+ 4)?

Aplicando la inversa se tiene

1

—tsen2t t<2m
X(t) = ‘1‘
EnsenZt t=>2mr
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CAPITULO 3

FOURIER
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RESUMEN TEORICO Y PROBLEMAS RESUELTOS

a)Para una funcion f(t) periddica de periodo Tsestumplen ciertas condiciones , admite una
representacion de la forma

f(t)=a, +Z{an cosz—+b ZHIT}
o T T

donde T es el periodo de la funcién y

2n7t
& =

f(t)dt a, = f(t) cos—dt

_Z
T -

m\—l'—"\"_'

=2 b, =2 | f@sen et
T T

N\-!'—"\"_'
N\—l'—"\"_'

Obs.- El intervalo de integracién puede ser cualguile longitud T

b) La serie de Fourier de una funcion par f(t) ddq@lo T es una serie cosenoidal
f(0)=2,+a,c05°"
n=1

r

2
donde a0=$jf(t)dt agq:$ ant
0

f (t) cos——
(t) T

o t—n |-

c¢) La serie de Fourier de una funcién impar fé&)périodo T es una serie senoidal

F(t) = Z b.sen 2nmt

T
2
donde b, == f (t)sen 207t

T

d) Desarrollos de medio rango

Una funcidn f(t) definida solamente en un médo de 0 al se puede extender a todo

los reales salvo discontinuidades , a un desanpalt o uno impar mediante las formulas
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f(t) =a0+iancosn|—nt
n=1

| |
donde &, =|1J. f(tyat , a, = IEI f(t) cos—tdt (Extension par T=2l)
0 0

obien f(t)=> b, cos

n=1

|
donde IZI f(t)sen—tdt (Extensién impar T=21 )

n
0
e) Formula de Parseval

ZHIT}

Si f(t)= ao+2[ancosz?+b T

'—ar\)\—i

o f2(t)dt = 2a,° +Z(an +b %)
entonces |

N =

f) Sif(x) cumple con las condiciones necesariasede representarse por la llamada integral

de Fourier
F(x) zz_lTT[A(W) coswx + B (w Jsenwx]dw
Donde A(w) = T f(v)cosmdv , B (N):T f ¢ penwvdv
Sif(x) es par , entonces B(w)=0 yA(w)= 2]‘3 f (v) cosmdv
y F(% :ET[A(\N) coswx]dw
7T0

Si f(x) es impar, entonces A(w)=0 B(w) = ZI f (v)senwvdv
0

y F(x) :%T[B(W)senwx]dw
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g) Definicion : La transformada de Fourier de f(gs

F{fM)} =F(w)= T f (t)e "dt

Ademas  F{F(W) = f () :%Tj F(w)e™dw

donde j es la unidad imaginaria

Obs.- Una condicion para que exista la transfornogd@ourier es

T|f(t)|dt<oo

—00

La transformada coseno de Fourier de f(t) es

0

F{fQ} =F.(w)= j f (t) coswtdt

0
ademés f (t) = & *{ F,(w)} == [ F, (w) coswtcw
HO
La transformada seno de Fourier de f(t) es

F{ ()} =F,(w) :T f (t) senwtdt

ademas f(t) =& {F, (W)} = I—ZTT F. (w)senwtdw

PROPIEDADES
1.- ‘g:{aifl(t) + azfz(t)} =aF(w)+afAw)

2. &{f(at) :éF(VEV)

3. F{f(-)} =F(-w)

4-  F{ft-t)} =F(we"
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5. F{ )™} = F(w-w)

6- F{fMO}=Fw) = F{F®)}=2mf(-w)

7 {100} =(jW"FW)

8- HM* () =[HNLt-X = F{HH* F{)} =F(WF(W

0- & HFW*FW) = F(W* F(W

10.- Teorema de Parseval

K 2, 1% 2
_J;|f(t)| dt—ET_J;|F(W)| dw
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Solucion:

Es claro que la funcion es par entonch, =0 vy

22 1t K
=S ft)ydt==[kdt ==
% 4{ ® 2{ 2

2 1
a, = ﬂf f(t)cos@dtﬂ’k coertdtzisenM
45 4 0 2 nrt 2
Asi
f(t):5+2—k(cos7—7t——1 cos?iTH—1 cosagt— ....... )
2 T 2 3 2 5 2
Problema 3.-

Obtenga el desarrollo de Fourier de la fun

f(t)=t+mr —-m<t<m

Solucién:

Basta desarrollar(B=t y luego sumarle 77

Ahora F(t)=t es una fur@n impar y luegoa, =a, =0

27 2 [-toomt]” 1f z
b, :—Itsennt =_([ el } +—jcosntdt )=——"coswT
Ty m n o Ng n
Asi
w1 SENNIT

f(t)= n+22< 1)
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Problema 4.-

S

Encontrar la serie de Fourier en forma complejiadencién periddica sinusoide f(t) de
figura definida por

f(t)=2sen/t , O<t<l1

Solucion:

Tenemos W, :2?”: 2 ft)= z ce”™

T 1 1
¢, == [ (O™ dt = [ 2sen7me 7™ dt = 2 — (€™ —e " )t =
Ty 0 0 2

—i77(2n-1)t

—i(2n+ i
j; —iz(2n-1)t _ —|rr(2n+l) :'dt |: € e (e :|
5 —im(2n— 1) —im(2n+1)|

il

Como €'?™ =1 , €"=¢e'™ entonces
4 1t 4
C,=———— -~ Ytambién se verificac, = —j f(t)dt =—
(4n° 1) Ty T
de donde resulta
4 (o)
f t - |2rmt
(1) puy. Z
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Solucion:
f@e)=t| , -m<t<m

Se trata de una funcién par |, lueg

a, ZEJ'tcosntdt :gHtsennt} —}Isenntdt} =
Yy, 7l n |, ni

Entonces

f(t)_l_T_ﬂ{ cog +.5953 . 00255+ ..... }
Vs 5

Problema 7.-

2 1 T !

Encuentre la serie de Fourier de la funcion diglaa T=1(

Solucién:

0 -5<t<0
f(t)=
3 0<t<5

5

1:...3
If(t)dt—ﬂ)ii%dt——

Tenemos aq, = 2
s 2

10

5
:Ej f(t)coszn—mdt- I3c s—dt— 0
107, T
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1% 1 2 2 2 -
b, =— j t*senntdt = =| —— cosnt +— tsennt +— cosit all
Ty moon n n o n

Luego

f(t)= ﬂ + [iz cosnt —ﬂsennt}
3 n n

n=1

Problema 9.-

(R

[
[ S=E

i

Desarrollar la funcion f(t)=t a) En una extensidpar b) Una extension par 1

Solucion:

a) a,=a,=0,T=4

2 2
b, =ﬂjtsen—d2n’7t t={——2tcosﬂt+ = senﬂt} =—% cosr
44 4 nir 2  nir 2 |, nir

00

n e
f(t)= —Z—ﬂcosnﬂsengt (Extension impar)
n=1

22
b) b =0 aozzjtdtzl
0

2 2
qqzﬂjltco nﬂdt:{zsennﬂ 4 nﬂ} N
40 2 0

4
— —t+ cos—t| = coprr— 1
17/4 2  nr 2 n*r? ( )
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Asi la extension par queda

2 4 N7t
f(t)=1+>» —— (cosnr— 1)cos—t
(t) ;nznz( ) 5

Problema 10.-

—Ck " T f

Calcule los coeficientes de Fourierla funcién

0 -m<t<O0
fy=| X o<t<Z
2 2
0 7—T<t<77
L 2 J
T=2m
Solucion:
13m, 7
=— |=dt=—
& 277{2 8
2
anzljl—Tcosntdt:isenM
Y 2 n 2
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Solucion:
Bz
8, =— j tdt + j (r-t)dt =0
=

an am

1 2 2 2
=—| | tcosntdt+ | 7 cositdt— |t comtdt [= O
%=l J /

2 2

m 3 3

1] 2 2 )
b, =—| [ tsenntdt + | rsenntdt — | tsenntdt

n m m T

2 2 2
_ 3 |(-D™ ..n impar L1 0 n impar
m’ |0 npar| 2n| 1 n par

£ (t) =i{;((2_n—lzn+l)zsen(2n—l)t+ (_4? senmt}

Problema 13.-

Obtenga la serie de Fourier de la fun

f(t) = , T=2

Solucion:
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17,1 13
== [(E-t)dt+=[(t-)dt =
% 2£(2 )d+2[( §d 0

Lq 2 4 0 n par
a, :j(——t)cosnmdt+j t——)coswtdt =1 4 _
0 2 1 2 — N impar
m
19 2 3 0 n par
b, = [ (5 ~t)ysennzatdt + [ (t ~S)sennvadt = 3 :
0 2 1 2 _E n rmpar

zcos(:h Wt 3 sen (B- Dt

ft)=—
5 (2n-1y m4e (n-))

Problema 14.-

Calcule la integral de Fourier de la func

0 x<0
1
f(t)y=4= x=0
® >
e’ x>0
Solucidn:
e e’ (coswv + wsenwv ) 1
A(w) =|e " cos v = =
= }[ i 1+wW 1+ w?

e ’'(-senw—-wcoswv)_ W
1+w 1+ w?

B(w) = ]Se'vsen(vw)dv =

1 coswt + wsenwt
ft)==— dw
) ﬂ{ e
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[ o
[

[
[ .

Problema 18.-

Aplicacion a la ecuacion del ca

Consideremos una barra de 30 cn de longitud @® =1 y que no presenta transferer
de calor por los extremos . Supongamos que ladefya inicial es cero excepto et
intervab 5<x<10 donde la temperatura inicial es 25 gsadéncuentre la temperatt
u(x,t) .

Solucién:

La solucion en este caso la funcion esta dac

30 10
donde ¢, =£I25dx=i 251X =2
304, 157 3
10
C, :iJ.ZSCOS_n”X :@ w]M—SenM)
157 30 nT° 3 6

Entonces

25 & 50 nsr nsT 5 n7zx
u(x,t) ===+ ——(sen— —sen—)exp(n?*t / 900)cos—
(x1) e Zlm( - 6) p¢ ) B
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Problema 19.-
Aplicacion a la cuerda vibrante

Sea una cuerda vibrante de largo L con exisdijos con forma inicial

2X L
— Osxs—
f(x)=1 - 2
20-x) L_._,
L 2

y velocidad inicial cero. Encuentre u(x,t)

Solucion:

L
2 L _
Cn:g IgsennnxderIZ(L X)sennm(dx _ 8
LigL L L
2
entonces

81 nm__nmx_  nma _ T
u(x,t)——Z—zsen—sen—cos—t , a= |—
T 4%Sn 2 L L 0

Problema 20.-

Una cuerda tensa fija en sus extremos de longittieéhe una forma inicial dada por
3mx : e
f(x)=0, OlsenT sin velocidad inicial. ~ Encuentre u(x,t)

Solucion:

u(x,O):O,Oben3Tm( - cnsennTnXE o,oaaen3T”X

n=1

= ¢=0,01,c,=0 n# ¢

u(x,t) = O,OBensenBTﬂX cos‘??
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CAPITULO 4
CALCULO VECTORIAL
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PROBLEMAS RESUELTO Y APLICACIONES

Problema 1.-

Si A=(4,1,1) , B=(1,4,5) , calcule el vacproyeccién de AB sobre el plan

3x-12y+4z=4

Solucion:

n=(3,-12,4) es un vector normal al plar

CB=AB-AC , \AC\:\AB\cosezn‘—A‘B
n
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Problema 2.-

e

£

|
i
I
1y
I

n|

b

Cierto fluido gira alrededor del eje z con una eelad Vv , M =cte

Calculerotv en un punto P(x,y.z) que no pertenece al

Solucion:
_ y _ X
senf=——— , coOS9=———
X2 +y? X2+ y?
_IJl y . X
V—‘V‘ [)(2_|_y2I * X2+y2J

i | k
rotv = i i i = k—M
0X oy 0z [%? + y?

__y
\/x2+y2 \/x2+y2

Problema 3.-

Determine las coordenadas de un punto P en el poatente sobre la superfic

2 2 2
X z .
— +L2 +— =1 tal que el vector normal a la superficie en esepforme
b

Q
(@]

angulos iguales con los ejes coordens
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Solucion:

Sea @(X,Y,z)=0 laecuacién de la superficie entonces

reemplazando en la ecuacion y despejando t se tien

1 a’ b? c?

- = P= : ,
’a2+b2+c2 (\/a2+b2+c2 \/a2+b2+c2 \/a2+b2+c2)

t=

Problema 4.-

Encuentre una funciéng(r) tal que su gradiente es iguaJ%;l y ¢@¢1=0
r

Solucion:

D¢(r)—a—¢)|+0¢1 +a¢)k Q- |+¢ y]+§0'£k
r

dy = 0z
rr 1 1
= '(r)=— NN=—+C
= ¢ =5 2005 = dN=-25
1
ﬂl)zo = C==- = w(r):_—3+—3
Problema 5.-

Encuentre la funciom(r) mas general tal que0°¢(r) =0
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Solucion:

Dﬂﬂzﬁ{

O%@(r) =0 (Dg(r) =0 (¢'-) =0¢' —+¢'0 -
r r r
Desarrollando esta expresion se llega finalmetdesauacion

grp2=0 = p=2+8

Problema 6.-

¢ Cuanto vale x si los vectores aplicados en el m@mto O estan en un mismo plano?

a=6i-2j-% ,b=-8+5+%X ,c=xi+ 3+ B
Solucién:

Se debe cumplir

6 -2 -
-8 5 2l1=0 = x=-6

X 3 3
Problema 7.-
Encuentre el coseno del angulo entre la superficiést y*+z°=9 , z=x’+y*-3

en el punto (2,-1,2)
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Solucion:

ng=[2xi+2yj+2zk] ,=4- 2+ &

(2,-1,

D@:[in+2yj—k]( ,=A-2-k

2,-1,

@) (D@):|D¢zl||quz|cos«9:‘4— 3+ 4kH i 2—k‘ cod

de aqui se obtiene

cosfl = @'
63

Problema 8.-

Calcule rot(r f(r)) sif(r) es diferenciable

Solucion:
i j k
0 0 0
rot(r f(r))=0x(rf(r))=|— — —
(rf(r)) (rf(r)) F™ oy >

xt(r) yf(r) z(r)

of of .. of of | . of of
=(z—-y—)it(X—-z—)j+(y——x=—)k
( oy yaz) ( 0z ax)J (yax 6y)
Ahora a__u ﬂ:f_ ﬂ_u
X T y r 0z r

rot(r f (r)) = (z%— y%)i +(x¥— zg)J +(y

82
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Problema 9.-

Una curva en el espacio esta dada pt) = ZLi + sent j +costk
T

Calcule T en P(0,0,1) (t=0)

Solucion:

ﬂ:ii+costj—snentk
dt

dr _ds_\/ 1 N1+ 47
—|=—=,[-—+cost+sent =———
dt| dt Vard 21T
dr 1. :
T=E=§TI+COSH_S€ntk S i + 277
ds 1+ 4772 1+ 47
dt 277

esto para el punto P.

Problema .-10

Calcule la torsién de la curva r(t) =ti +%t2j +?13t3k en t=2
Solucion:

r=Ltt’) = r'=0,,2Fj+ 2

("=(0,0,2)= r Xr "=t% - 2j +k

LX)t (2,0 (0,02) 2
‘r'xr"‘ Jtt+a’+1 /33
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Problema 11.-

Encuentre una funcion f(z) tal que en todo el eisp@xcepto en el eje z ) rijdivw =3
1 : .
donde v=———(xi+Yyj)+ f(2)k
X +y

Solucién:

. 0 X 0 y of
diw=0v=— +— +— =
ax(x2+y2) ay(x2+y2) 0z

_ Y2 —x2 X X2 -y
(x*+y%)* (X*+y?)?

Luego f(z2)=3z+C

+f(2)=0+f'@2)=3

Problema 12.-

Evalte IF dr , donde F =-yi+Xxj+2z°k vy C es lacurva de interseccion del plano
©

y+z=2 yelcilindro x> + y> =1 (C se orienta en el sentido positivo visto desui®a )

Solucion:
i | k
0 0 0
OxF=— — —[=1+2y)k
X oy 0z A+2y)
_yz X 22

La proyeccién de S (el plano ) sobre el planesl discox® +y*<1 , z=2-y

Entonces aplicamos Stokes

jF dr =”(D><F) ds=j(1+2y)dxdy
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Pasamos a polares

2m 2 1 2
= j 1+ 2rsen@)rdrdd = j (—+§sen6’)d6’:ﬂ
0 0

2

ot—r

Problema 13.-

ds : : L
> donde C es la primera espira de la hélicailcrc

Calcule j‘#
Xty +z

C

Xx=acost , y=asent , z=bt

Solucion:

ds:\/(%)z N%)ZJ’(%)ZOK =Ja%sen% +a2cos’ +b dt =+/a %+ b Tt

_Ta?+b%dt _Va?+b? _ 27b

I DA arctg (7)

0

Problema 14.-

Una esfera con centro en el origen corta al plaio en la circunferencia® + y* =1

Sea F =(y,—x,€%) . Calcule J](Dx F) dS con la normal exterior.
S

Solucion:

Tenemos C definida porx=cost , y=sent , z=0 , &t Zr

2m
Por Stokes ﬂ(me) ds=jF dszj(sent,—cost 1) Esent ,cos @k =
S © 0

2m
=—j (sen’t +cos’t it = - 27
0
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Problema 15.-

Evaluar ﬁ F dS ,Donde F = xy2i + x2yj +yk yS esla superficieX2 + y2 =1
S

acotada por los planog =+1 e incluyendo las porciones’ + y*<1 cuando z=#1

Solucion:

Por GaussHF ds= J.ﬂdldexdydz jﬂ(x + y?)dxdydz = Hj(x +y?)dz=

-1 R

ZIJ (X* + y?)dxdy = ZJ:Jj rdrd@ = g

donde R:{(x, y) I X2 +y? s]}
Problema 16.-

Calculej xydy — y?dx  donde C es el borde del cuadrado de vértite} (1,0) ,(1,1), (0,1)
©

recorrido en el sentido positivo.
Solucion:

Por Green tenemos

[ -y ety = [[ 250 - A Dyan=

(@]

11
”3ydxdy——
00
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Problema 17.-

Evalle I (2x® - y*)dx+ (x*+ y*)dy , donde C es la curva frontera orientada pasitante
C

de la region D del semiplano superior gque se etientre las circunferencias

X2+y2:1 ’ X2+y2:4

Solucién:

D={(r.6)/1sr<2 , 0<s6< 23

Aplicamos Green

3 3 3 3 — a 3 3 a 3
[ @¢=y?)ax+ (¢ +yo)dy = [[| — (C+yH)-— (2~ y ) dA
2 S | OX oy

271 2 45
=jj(3x2+3y2)dA= jj33drd9=—n
D 01 4

Problema 18.-

nr
Calcule '[J-—st donde S es una superficie cerrada que cordiemrggen
r
S

Solucion:
Si O esta dentro de S, encerramos O por uneegsfguefia s de radioa . Sea T que

denota la regién limitada por S ys . Por Gauss
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H Nlys= H—ds ﬂ Dl s = jﬂm—dv 0

S+s

puesr Z0 enT . Asi

(o=l

Ahora,ens ,r=a, nN=-

[[as=][ o= [] o= =am

Problema 19.-

Sea Q la region sélida limitada por los planos depados y el plano 2x+2y+z=6

yseaF =xi+y®j+zk .Calculel = ” F ndS donde S es la superficie de Q.

Solucién:

Por Gauss

33-y6-2x-2y 33Y

|=mm FdeH j (2+2y)dzdxdy=” (12- &+ 8- &y— 4° Jxdy
Q 0 0 0 00

S

j(18+6y 102+ 2° )__

0
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Problema 20.-

Calcule | = I y’sen®xy/1+ cos’ xds  donde C es el arco de la curva y=senx desde el
©

punto (0,0) al punto(g,l)

Solucion:

ds=,[1+ (;ﬂ)z dx =+/1+ co$ xdx
X

:Jz'(l— cog x ¥ (B coéx enxdx :JZ' (cox— cdx— cos+ sahixdx
{ cod X COSX  CO¥X } 2 B
=|- + + —-cosx| =
7 5 . 105

Problema 21.-

Calcule .[Adr donde A=xy’i+Xj y C eslacurva x=cost ,y=3sedEt< 7
C

Solucioén

IA dr :.[xyzdx+xdy:J'(—9sen3t cos + 3cod Jt =
@ C 0

2
o Zeent+ 3+ 3sena| =
4 2 4 o
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Problema 22.-

Calcule | ='[ XZdS

2
cX ty

donde C: x=3at , y=3at® ,z=2a(1+t’), Kt<
Solucién:
‘r":Sa 1+4°+4* = (W 2° )= ds= A (+ 20t

1

1 3 2 4 2
I =2aj (L+1)d+ 2 )dtz 2a t——t—+ Z——1In¢2+1)—arctgt =
) t?+1 2 2 2

0

= 4a—a|n2—%
2
Problema 23.-

Sea F =x%i+x?y?j+x%zk , Calcule | =le F dS donde S es la superficie de la
S

region en el primer octante para la cuat y+z<1

Solucion:

Por Gauss

divF =6x°y = HF ds:mdidev:
S V

1
1
6x%ydzdydx = | x*(1- x)3dx =—
ydzdy {( ) 20
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Problema 24.-

2 2

: X . : :
Determinar la masa del contorno de la elns)gei-L2 =1 sisudensidad lineal en cada punto

M(x.y) es igual Y|
Solucion:

M :J'p(x.y)ds=J'|y|ds , x=acod , y=bhsent
© ©

2m
M = J. |bsent|\/a23en2t +b?cos’tdt =
0

D\/a -(Wa’? bzcoa)sentdt—j'”\/a /a’-b? cos )?sentdt}

a’b a’-b?

e ()

M :Z{b2 +

Problema 25.-

Calcule el flujo de F = xyi +(y* + e"zz)j +senxyk através de la superficie limitada por

z=1-x* ylosplanosz=0 , y=0 , y+z=2

Solucién:

UF=y+2y=3y ypor Gauss

[[F ds={[[[divFav =3 lj T yoyez = 184
° v 210 0 35
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Problema 26.-

X2

2
Si OA=18+7] yPrecorrela elipS{leé+y—9 =1

¢ Cudl es el valor maximo del producto esca@A OP ?
Solucion:

Pasamos a coordenadas polares

x=4cos ,y= 3enfd ,entonces

OAOP=72cof+ 2%nd
Derivando esta expresion e igualando a 0 tenemos
—72send + 21co¥ = (de donde resulta

21
tgf = —
< 72

Haciendo uso de las identidades trigpnométricas

seng:i cosf = 1

J1+tg?8 J1+tg®8

y reemplazando el valor numérico de la tangeni@gutando el producto punto se tiene

OAOP =72cod9+ 2$en9:M=\/ 5625 7

NT722+ 2F

gue corresponde a un valor maximo.
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Problema 27.-

1
Calcule Isenzdz+cozdy—(xy)5dz donde C =(cos't sent t)
(o

Solucién:

C'(t) = (-3cog tsent ,3en’ cos ,1)

Entonces

i
2

| = J' (—3sen’t coS't + 3en’t codt-sent casdy =
0

2
=—_|' sentcostdtz{—lsenzt} .
2 . 2

0
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Problema 28.-

Calcule | =I fdC donde f(x,Y,z)=2z(2++X*+Yy?)
C

y C(t)=(t°cost t’sentt) , Ost< 21

Solucion:

Haciendo los calculos resul|C'(t)| = V1+ 4t* +t*

entonces

2

| = It(2+t2)\/l+ 4% +t*dt haciendo la sustitucionu =1+ 4t* +t*

0
se obtiene
1 1+1677% + 167

= [ \/Gdu:%{(1+16772+167*‘;—J}

1
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Problema 29.-

En una ldmina de lado a ,la densidad es propat@la distancia hasta uno de sus vértices

,calcular el momento de inercia de dicha laminarespecto a los lados que pasan por ese
vértice.

Solucién:

Tenemos O(X, Y) = Ky X* + y?

= j j y2o(X, y)dA = j j r >sen’6kr drd@
A A

ased

coscl
j kr“sen’@drdg + j kr “sen®gdrd@
0 0

O'—;b\:{
Aye—nly
@

n

eéﬁsen2€d6?+— j coscPsen’9do

4

_ ke
5

O'—n-b\:l

=kig[7ﬁ+3_n (1+/2))
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CAPITULO V

Complementos
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EL PENDULO...NO TAN SIMPLI

Tenemos
d’s . d% d’s
s=L8 = =L = m— =-mgsend
dt? dt? dt? i
2 2
d f:—gﬂqg = d_ze%:—gseneﬁ
dt L dt- dt L dt
2
— li (d ‘29)2 =—gseneﬁ
2dt| dt L dt
2
= E (d 20)2 :—E&nﬁ%
dt| dt L dt
= (%)Zzﬂc:ose+c1 - =
dt L

d@ \/ZLg cosd+C,

= t= —I el +C, (signo menos pue8 decrece)

zl_gcosé?+C1
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No obstante esta integral no se puede resolveupoiones elementales
Volvemos al principio y consideramos un angulosueégs donde se cumple
aproximadamentesend = 6

La ecuacion queda

2
d—2+VV29=0 ) W:\/§
dt L

Cuya solucion es

6(t) = Acoswt + Bsenwt

Funcion periodica de periodd = 2—” = 27T\/E
w g

Para @ no pequefio T no es constante y depende de liwinen este caso

T=21 L[1+ iz + 3y (L35 2k6+...]
gl 2 2.4 2.4,

k=sen(%) . 6,=6(0)

Si k=0 (@ pequeio) T = 277\/E
g

Periodo paral, arbitrario
Partimos de la ecuacion que ya habiamos deducido

2
1d fzgcoséHCl
2dt° L

Ahora parat=08=6, , % =0 entoncesC, = —%COS@O de donde

17 = i\/ﬁ (cosf - cod), |
dt L
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Si restringimos el movimiento cuando el péndulaled? =6, a &6=0

gue representa 1/4 del periodo y usando el sigmmsnde la raizq decrece)

deducimos

‘= _T do
b

,/cosd - cod,

Ahora

cosd - cod, = %Sen2 % —senzﬁ}

2 2
entonces
&

T=2|= | d6

g 0 \/SGHZ % _ SenZ g

2 2

hacemos
k= seni ; seng = kseng

2 2

Y 6=0= ¢=0 , 6=6, :>¢:7—27

con esta sustitucion la integral queda

T

2
T=4 /(92
09 1-k’sen’yp
k=0 = T=27T§

Por el desarrollo binomial tenemos pafd <1

(14 %)° =1+ px+ p(sll) 2+ PP-D(P-2)

3.2.1
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ademasx*+y’=r? (2)

y la excentricidad es&€ = ,/1—i2 =k
a

k es el médulo de la correspondiente funcién eldpiO< k<1
(sia=0 da la trigopnometria ordina

Q
Ahora, el argumento u de la funcién elipticau = Irdﬁ (3)
P

Entonces definimos

sn(u,k)=y (4) senceliptico

cn(u,k)=x/a (5) coseno eliptic

dn(u,k)=r/a (6) delta eliptic

a veces se omiteykanotamos snu , cnu, dnu . Ademas definilk' =+/1— k?

como el médulo complementario. En otras notaciseassa m=k* como el médulo

complementario y definimos sn(u/m)=sn(i

Otras nueve funciones elipticas de Jacok
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Relaciones

De (1) obtenemos
cnZu +snfu =1
__ dedonde resulta
- ¥ de (2) se obtiene =" du=-(1/r) (x2/ a%y +y) dx
i dn?u + kZ2sn2u =1 =06 du=(1/r) (x+a%yx)dy

- por ofra parte = de aqui podemos deducir
' B=tg(yk) =
« —* de = (1/r?) (xdy ~ ydx)
4L (snu) = cnudnu
pero du=rd8 = (1/r)
o d":f. (cnu) = - snudnu

y de la ecuacion (1) tenemn _ .

(¥a?)dx+ydy=0 | du (dnu) = -K*snucau

_ Podemos remplazar
_ dy=- (x/ay) dx

o dx=-(afy/x)dy

a% (snu) = cnudnu = V1-sn?u-V1- k*sn’u

St y(u) = snu entonces

= (UY=( 4  (12)

> U=J Vi-y? VI-Ry?
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do —
u=FkOr) V1 -ksens » 0<k<lI
0

donde @ es la amplitud de F(k,®) ¢ u. Que se escribe como

@ =amu, y kes el modulo que se escribe k=modu. La integral
también se llama “forma de Legendre” para la integral eliptica de
primera clase.. ' S

Definicion: |a integral eliptica completa de segunda clase es

O
J' —0<k<1
es E(k.®) =) \1-ksenfg d0
— Ay

también llamada “forma de Legendre” par la integral eliptica de segunda clase.
Si @ = /2 la integral se llama integral eliptica completa de segunda clase, y se
denota por E(k) o simplemente E (esta integral surge al determinar la longitud
de un arco de elipse y es una razon para usar el término integral eliptica).

Definicion: la integral eliptica completa de tercera clase es
(D e
do -
[T(k.n.®) = J (1+n sen’d) V1-k%sen’d
0
También llamada forma de Legendre para la integral eliptica de tercera clase,
n = entero, n # 0 (sin = 0, se reduce a la primera).
Si ® =1/2 laintegral se llama integral eliptica completa de tercera clase.

b

— 0D<k=<1 - -

-
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de Jacobi

integrales elipticas se obtienen las siguientes integrales con x = sen®

& X X
: __dv I 13V 4 T kenx) = jc’i._m-'?_n’:'i (k)
Fi(k.x) = J.\.'l]_{:_]fi_k'.‘-"f', Eikx)=J\ 1.7 ik.n,x)

0 0 0

dy

Llamadas formas de Jacobi para las integrales elipticas de 12, 2%, 32
clase respectivamente. Estas integrales son completas si x = 1

Definicion general: Una integral eliptica en la forma general es

Donde R es una funcion racional y f(x)
fix) = R(x \W)d‘t es un polinomio de tercer o cuarto grado.

=

Obs. Si f(x) es un polinomio de grado mayor que cuatro se obtienen |as
integrales hiperelipticas. =

El Péndulo Simple

Solucion Completa

Vo > 0, velocidad inicial. Por la
conservacion de la energia
, tenemos

> (Y)ymv2=mg(z-a) (1)

_ a, representa la posicion de la

., particula cuando toda su

| energia cinetica se convierte en
~ energia potencial.

Comov=vy; paraz =1,
- entonces a = | — v,%/2g
 Ademas z = Ilcos@ Y

s=lp +»v=]4%
N dt
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entonces podemos reescribir (1} f.:om B
272 ( = )2 lcos = i)
BN a )" -gleoso=-galig

_. lntroducimua_ el é '

a> 'jf%.'

0

B
Idv
t=(1h‘12g)jm (2) ; dv

0

S -
-~ -

tomando k2=sen?a/2 y seny/2 = x sen a/2, sen ¢/2 = u sen a/2

dx
t_‘r 4{1 X)) (kX))

o qdé implica q'ueiiu = sn {_ugﬂ t. k)

“Ne—p | sen /2 = sena/2 sn (Vg/l t, sena/2)

ésta es la ley del movimiento del péndulo, el movimiento es periodico y su
parfedn es 4‘1'1@ K, y ocupa la menor posicion en t = 0 y la mas alta cuando
v=0.

Casoll: a =-I. Esto ocurre cuando v, = 2Vgl entonces a =11, y tenemos

=

u
x  — t=CANTg [ty
t=Vg J1-%

- s
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3 u = sen@/2 = tgh (Vg/l 1)

en este caso t crece de 0 a =, ¢ crece mondtonamente de 0 a , el péndulo se
mueve siempre en una direccion y la posicion mas alta es una posicion limite
gue nunca se alcanza.

Casolll:a<-, agui v;> 2\||ng, (2) se escribe
J(p d hacemos kZ2=2l/{l —a), 0 <k?<1
W i = =
| _ » y también senw/2 =x, sengp/2=u
= [ Y
!{Ih"& VI(1 - 2sen?y/2) - a (3)
entonces (3) se escribe -
u
TR ey A T I . .‘—Ix
t=\2l/(l - a) Vl/g VX9 (1-kx2) =
0 -
y de aqui sen@/2 = u = sn (V{1 — a)/(2!) Yg/l t, k)

sen®/2 = sn [\(I = a)/(21) g/l t, V2I/(l - a)]

Q-

el péndulo alcanza su mas alta posicion en z =-|, pero su velocidad no
es cero, y entonces se tiene un movimiento siempre en un circulo en
una sola direccion.
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Esta es la solucion completa del péndulo simpl&eninos de funciones elipticas.

Cabe sefialar que hay muchos tipos de péndulausimelun péndulo que tiene un doble
periodo o sea tiene dos periodos independientgendulo doble consiste de dos masas
sostenidas en serie por un hilo sin masa , elyémtbble es tal vez el mecanismo mas simple
capaz de tener un comportamiento cadtico . Decgqueaun sistema es caético si a pequefias
variaciones en las condiciones iniciales el siatpnoduce grandes variaciones en su

comportamiento en el mediano o largo plazo. Rempjo el Clima es un sistema caatico.

T S L L L O o o

En lo que sigue vamos a ver una presentacion $ab@bitas de los planetas
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Consideremos un cuerpo fijo S (Sol) de
masa M y otro cuerpaoP (planeta) de masa
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La magnitud de la atraccion gravitacional esta dada por la Iey'de Newton de la atraccion

ravitacional:
9% GMm o

A= @

donde G es la constante unlversal gravitatoria dada por G =6,67 - 10" (Nm2/kg?)
como F es una fuerza de atraccién podemos escribir:

y de acuerdo a la segunda
GMm
ma = — (&

haciendo k = GM obtenemos

ahora

0 d0 o dr
dt dt

d .
— (ire
dt

!Hd d_g d_gi i ;rf)d ﬂi id
e — ) T e a’t(dt) aa’)

5 ,-gderrd 0 d0

—n e ie
dt di* dt dt
, ..ed@dr ,dr _,,dOdr
tie ——+e —+ie ——
dt dt dt dt dt

0d’0 . 0 d0 dr

dr’ dt dt) il
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De (6) ¥y (8) obfenemos

i@ ie(de]z.' i6 d‘“ dzﬁ
Ei=le e +€ —2+l 7’6 —‘F
dt _ dt ' dt J

Simpliﬁcando por e*® obtenemos

R 0 dt9 dr
+—+ilr +2 |
drt’ dt dt
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% Consideraremos quer > 0, esto es S y P no son el mismo punto
\.‘ ‘dgl espacio, también r2> 0, por lo tanto si ¢ = 0, entonces
d_@ =0, para todo t y esto corresponde al caso en
que 0 = constante.

y P se mueve en una linea recta que pasa por S.
entoncesahora c¢c<0 o6 ¢>0 que

de ,
corresponde a los casos en que o <0 o6

L:;—g > 0, entonces el signo de c depende de la
t
eleccion del sistema de coordenadas y sin

perder generalidad escogemosc > 06

. do
equivalentemente E >0.

" ahora tomamos la variable auxiliar § = — entonces
. A ¥

y de (14) obtenemos

y de (15) y (14) tenemos

derivando otr

dr _d ds d ( ds d (ds \d@ dO.d’s
—=—|—¢c— [=—¢—|— |=—C—| — |— =—c——— (18)
!gz- dlt di dd d@\dd ) dt dt dg°

Finalmente remplazando (16), (19)y § = — en (10) obtenemos
e

¥

2 1/ ,p zzdzs b3 22d25
—ks” =——\cs —csd =—¢c5 —Cc s —
8

(20)
o’ do*

Dividiendo ambos lados por —c?s2  obtenemos
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(21)

ion generales  5(0)= Asenf+ Bcos 0+—

C
Ahora determinaremdw;ﬁy B de tal modo que
ds . ()

&y

Esto significa que buscaremos los valores de Ay B tales que s tiene un maximo en
08 =0 (r es minimo en 8 = 0). Podemos pensar que Ay B son tales que P esta mas
cercano a S en el instante que cruza el gje x.

ds

Ahora —=Acosf—Bsend Yy asi E| =4
de de'°
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entonces

Donde £ 2 0, a >0 son constantes
Por ejemplo, si hacemos :

£= 0,'0 =2 °
obtenemos una orbita circular
‘de radio 2

s 0 -

* g . .
S TR PO | 9
A 1 be '

dado que hemos su-puesto que, , 40 0’ el. n'l‘ov‘h;liento h lo.largo de estas 1
o Ltdt e

curvas es en el sentldo contrario a las manecﬂlas del rek)j . T

'Si0<e<1, entonoes scose tiene un- maxlmo's en6=0 yun valor

mmlmo de - 6=--1'r 60= 1'r entonces el.va’lor mim,mo de r es

ot ’;(6):'#_:'__ T .y'elvatoriné)'dm 'd‘
d _'? “l3-g, SR el g
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" nétese que

mientras que

m _  r(7)=Im

-

. . a
im (@) =lm —— =
oor 10 97" 14 cos O

. . o
Iim O = , ——=
O0>-x ( )il&_)_” 1+COSG B

enemos 1+£cos8<0.Comoa>0yr20 ‘. "

(&

g
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a.. .
% 14 gcosé

lim bt r(6) =lim

‘no es cerrada.
ntro de una
2n 6 = 0 y luego

lipse, parabola, hipérbola,
n r = a/(1+e cosB) (34) puede
e a coordenadas

que corresponde a un circulo si € =0, elipse si 0 < £ <1, parabolasie = 1,
0 hipérbola si € > 1.

Cabe senalar que las orbitas aqui deducidas se iei®n en base a las leyes (
Newton. Una mejor aproximacion la ofrece la relatiidad general de Einsteil

gue explica las anomalias en el comportamiento dellaneta Mercurio . En realidad
las trayectaias son mas complicadas ,elipses que rotan conntéeperiodicidad

La" formula del Universo” de Einstein es

1 8nG
-=qg,+ANg, = T
RJ\/ 2 guv guv C4 uv

gue en realidad comprende varias ecuaciones
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