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Prologo

Presentamos aqui un texto de Ecuaciones Diferesdixidinarias de
Primer Orden para estudiantes de Ingenieriarafede problemas resueltos
y aplicaciones . Se entiende que el estudiantdasifiarizado con la parte
tedrica y que domina los procesos algebraicos paoétde integracion
simple ya que no se entrara en detalles respe@dsasematerias .
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Resumen Tedrico

Definicion.-Una ecuacion diferencial ordinaria (EP€3 una relaciéon de la
formaF(x,y, Y, y"......,¥y" = (donde x es la variable independiente e y la viariab
dependiente.

Definicion.-El orden de una EDO es el orden dediavdda de mayor orden que aparece
en la ecuacion.

Definicion.- El grado de una EDO es el grado ddddvada de mayor orden que aparece
en la ecuacion.

Definicion.-Una solucion de una EDO es una reladitcional entre las variables que
satisface la ecuacion.

Definicion.- La solucion general de una EDO de ardess una relacién que contiene n
constantes arbitrarias linealmente independientpgeysatisface la ecuacion.

Definicion.- Una ecuacion de la forma M(x)dx+N{y) se llama de variables separables y
se resuelve integrando.

Definicién.- Una funcién f(x,y) se llama homogérteagrado n si f (tx,ty) =t" f(x V)

Definicion.- Una EDO de la forma M(x,y)dx+N(x,y)eh0 se llama homogénea si M,N son
homogéneas del mismo grado. Se resuelve con itusi@t y=vx que la convierte en una
EDO de variables separables en v y x. También psede=vy segun convenga.

Nota.- Una ecuacion de la fornfax+ b y+ ¢) dx-( g % by 9 dy0 se puede reducir

a una homogénea mediante una "traslacion" quenailas constantes ¢ , o bien en caso
gue esto no sea posible se puede recurrir a ati@ble@auxiliar.

Definicion.- Una ecuacion de la forma M(x,y)dx+N(dy se llama exacta si es la
diferencial exacta de alguna funcién u(x,y) ,pdi@aebe cumplirse
oM _oN

YRR

Nota.- Tedricamente la ecuacion M(x,y)dx+N(x,y)dyse@puede convertir a una exacta si
la multiplicamos por una funcion u(x,y) ,que sentafactor integrante . El problema
consiste en encontrar dicho factor.



TABLA DE DIFERENCIALES EXACTAS

1.- xdy+ ydx= d xy
2.- xdxt ydy= c(%( 2+ %)

xd dx
3. % = d(= 35

xdy— ydx
4.- XYY g
y y

xdy— ydx_

d(n=)
Xy y

Xdy—ydx— d(arctg_)
X* + y

xdg/ ydx_ d( In X+ )5
' X=y
xdy— ydx
(x-y)°

)
-y

=4y

xdy— ydx

-y

=d (arcsen—y
X

10.- ydx— xdy_ ( (
(x+y)? 2 xt+y

* Y

11.- ydx+ xdy_

xy)? (_)

12- Y Giney)
X+




Ademas s+—(a—|vI a—N) = f(xX) entonces un factor |ntegrante®q)(jf (x)dx) y si
oy
ﬁ(aa—M 6—N) = f(y) un factor integrante esxp(f f (ydy)
y

En algunos casos se puede multiplicarybty" la ecuacion y aplicar la condicién
oM _oN

—— =— para determinar los valores de m y n.
dy OXx

Definicion.- Una EDO de la form%z+ P(X) y= Q X, Q%(+ Ry)x= Qy)
X y
se llama lineal de primer orden . Un factor intetggpara esta ecuacion es

exp(J' P (x)dx) o bien se puede usar la sustitucion y=uv ,septea y se determinan u y
v bajo ciertas condiciones.

Definicion.- La ecuacion de Bernoulli es de la far%+ P(X)y=Q R Y

o bien intercambiando los roles de x e y . Se @tevien lineal mediante la transformacion

v=y"

Definicion.- Seap :%/ y sea f(x,y,p)=0 tal que puede factorizarse dorma
X

ERACS) . [ b~ f (x,y]= C Lasolucion se obtiene haciendo cero cada facser

obtienen n solucioneB,(x, y,C)=0,........ F &.y.G F (
También el producto de todas estas funciones esalneion general

[1F(x%.G)=0

1=1

Nota.- Si una ecuacion es de la forma y=f(x,p)s€ puede derivar para obtener

of  of
= p——+a— p' esta Ultima ecuacion contiene x y p solamente
p

0x
si podemos resolverla para obtener F(x,p,c)=0ef&pnces con (1) y (2)
podemos eliminar p y obtener una relacion entregy xen el proceso pueden resultar
soluciones extrafias o "singulares" que no estatecmas en la soluciéon general ,deben
chequearse.

Nota.- Si una ecuacion es de la forma x=f(y,p)efifoncesx' = 1o, ofdp

p dy dpdy
y podemos resolverla para obtener F(y,p,c)=0 @)emos eliminar p de (1) y (2) para
obtener una solucion.



Definicion.- La ecuacion de Clairaut es de la foympx+f(p) , derivando se obtiene la

ecuacién(x+j—f) p'=0 , de donde p=C es una solucion (general)
Y

y de x+f'(p)=0 se tiene x=-f'(p) (3) y entoncesf(p)-pf'(p) (2), de (3) y (2)
se puede obtener otra solucion que es la singular .

Nota .-Por lo general la solucion singular es tatga la familia de curvas que es la
solucién general.

Nota.-Cualquier curva que en cada uno de sus puggdangente a un miembro de una
familia uniparamétrica de curvas se llama una emrdk de esa familia.

APLICACIONES

a) Para una sustancia o poblacién que decae otersm®os la ecuacion

% =KkP donde k es la constante de proporcionalidacy R cantidad de sustancia o

poblacion.

b)Temperatura , Ley de enfriamiento de New%% =-Kk(T-T,)

donde T es la temperatura del cuerpo , k es la@atesde proporcionalidad
y T, es latemperatura del ambiental .

c) Cuerpos que caen , tenemos la segunda Ley deoNéw= m%’,

. : . . Y
cuando hay resistencia proporcional a la veIocsiﬁﬂenem% =mg- k\

d)Disoluciones . Supongamos que un tanque contfgitiros de una cierta solucion de
alguna sustancia . Entran E litros/seg al tangsalen F litros/seg del tanque ,entonces el
volumen en el tiempo t &4 + Et— Ft

Q

, la concentracién de la sustancia em donde Q denota la cantidad de
] _

sustancia disuelta en el tiempo t . Asi podemaost@da la ecuacion
Q_pgg.  Q

dt V, + Et— Ft
liquido que entra por unidad de volumen.

donde B es la cantidad de unidades de sustdiscialta en el

10



e) Circuitos eléctricos . En un circuito cerradcserie con una fem E , una resistencia R y

un solenoide la relacion e%lf+%l :I—E donde E es el voltaje,

| es la intensidad , R la resistencia , L la redacta , t el tiempo.
En un circuito cerrado en serie con una femnigapacitor C y una resistencia R la

relacion escll—? +%Q :I—; donde E es el voltaje, t el tiempo , R la resista ,C la

dQ

capacitancia , Q la carga . Ademds= ot

f) Para las trayectorias ortogonales de una fardéi curvas A, se deriva respecto a x y se

d dx o . .
reemplazad—y por N A veces es necesario eliminar C de las ecnasiobtenidas .
X y

11
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Ecuaciones Separables
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Problema 1.- Resuelva

3x°-2y’y'=0

Solucién

4
3x2—2y3%:=0a 3ACdx 2y dy= O—>J‘3)%d)e 2ydy 'C. %y?= 'C. 2% ¢

N Y
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\\\ //,f
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Problema 2.- Resuelva

senxdy+ yos xdx O

Solucién

d_y+ cosxdx: 0
y senx

dy rcosx , _
-[7+I senxdx_o

Iny+Insenx= C- In ysenxln G  ysenx

Cc=-1

c=1

16



Problema 3.- Resuelva

xdx+ ydy=0 Yy determine una solucion particular tal que y=2 si x=1
Solucion

.|‘xdx+f ydy= C - X—22+§: C- %+ 9= (

Si X=1,y=2 -1+4=C - C=5. X2+ y2:5

rY }n
3 4
2| T
- 1 .
P i \\\\
/ AN
\
/
/ 1 \
f./ T \
/ \
! \

I|l III

I 1

| 1

| |

| = : |
-4 -3 | -2 -1 0 1 2|

| |

1 I

I\_ -1 /
\ |
\\\\ /’/
N s
Ny ,//
B
i S - 2 -+ -
-3




Problema 4.- Resuelva

(xy-2x+4y-8) dy-( xy+ 3% y 3 dx C

Solucion
, y-2 , _x-1
Fact d -2 4) dy- 3 de=0 - dy= dx ,
actorizando (y—-2)(x+4)dy-( y+J( x 1) dx e Y= &
Integrando resulta y-5In(y+3) = x-5In( x+ 4+ C
3
2
c=0
i
4]
5 4 =3 2 -1 0 1 2 3
-1
=
N e S
/ .




Problema 5.- Resuelva
y*dy=( x+2) dx
Solucién

y> X , 5
Integrando €=3+2x+c -y =—2x2+10x+ C

F }.
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Problema 6.- Resuelva

19y dx+secxdy= (
ctgx

Solucién

Arreglando podemos escribir

seny Tk

cos
senxdx 223 dy¥0 - —cos % In seny 'Cs
seny
3
e
| |
\ c=2
\__\.x fﬂ 1
e 4
0
-5 -4 -3 -2 =al 0
-1
-2

20



Problema 7.- Resuelva

(cosy+ey) dy:(6>%+ 2% E) o)

Solucién

Integrando seny+ €=2 X+ X-5 % (

21



Problema 8.- Hallar la solucién particular de la ecuacion y'=2senxos)» si y=1
en x=0

Solucion
dy = ser2 xdx- F—COEZ(+ (
Si x=0- 1= —%+C - C:g asi la solucion pedida es yz—COS2X+—23
IL}
6--
4_-
c=2
/'F_ N /’/—_ 2 TN d _E“\
SN N LS N N




Problema 9.- Resuelva
(x+1)y'= x+6

Solucién

Separando dy:% dx integrando y=x+5In(x+1)+ C
X

23



Problema 10.- Resuelva

1_xy
y' 1+x
Solucién

Escribimos y2dy:(1+zxj dx integrando %ys = ——i+|n x+C' = y¥=3In x—7(+ C
X

FS }u
3 &4
2 4
1 =4 e ol
/" e=0
|II|l
. 0 |
-3 —2 -1 0 1 | 2 3
|
)
-1 V4
1 /,
//
i
-2 e
'.l'
|IlII
— 3 I|
|II
|
|



Problema 11.- Resuelva
yu - e’xx+2y

Solucién

Separando e® dy= & d»

integrando -3 =2¢*+ C

c=-30

25



Problema 12.- Resuelva
(4y+ yx2) dy—(2 Xt xﬁ) dx 0

Solucidén

y __ X : 2\ — 2
Separando 74y dy= o dx integrando In(2+y )_ In(4+ X )+ C

F 9 v

c=.5

o8]
9]
I
=




Problema 13.- Resolver

2
yln xy'= (_y+1j
X
Solucion

+1)°
Separando Mdy= X In x integrando
y

2
y7+2y+|ny=?1%x3ln x—%)x"+ C-9y+36y18Iny 6XInx 2%+ (

27



Problema 14.- Resolver

ce
1+C¢

y'=y-y

Solucion

Separando 1 dy=dx integrando resulta y =

y-y
.ll}
3_.
2_.
l_.
c=2
__——— 0
-4 -3 -2 -1 0

28



Problema 15.- Resolver

seé xdy+ coscydx |

Solucién

Arreglando tenemos senydy=—-cos xd de donde resulta cosy:§+—sen2>& C

p
)
A

3_
~__
—_
c=0 \\\ 2|
c=-1
1] Ny
.
H“’*— —
—
™,
M
\\
0 . | .
-3 -2 -1 0 1 2 3 4
_l“
_2“
-3
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Problema 16.- Resolver

e2ydy-— —=0
e (1+ ezj
Solucién

Separando tenemos ye’ dy= integrando resulta

N | x

dx
e (1+ ezj

2 X
yo - g =-2_2Ine +2In(1+ éj+ C

e? X




Problema 17.- Resuelva

3extgydx+(2— é) seé ydy (

Solucién

Separando tenemos

seé ydy __ 3 dx

tgy

integrando resulta tgy = C(2— é‘)3

FN ¥
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Problema 18.- Resolver

(¢ +1)2 e dx+ é+1)3 & dy 0

Solucion
e’ %) .
Separando resulta ———dy=- 5 dx integrando resulta
(¢ +1) (e+1)
-1 1

CEE NP

c=-8

c=-4

32



Problema 19.- Resolver
(y-y%) y=(y+1)°

Solucién

y 1 . 2
Separando dy= dx integrando resulta In(y+1)" +
p (1 A~ g (y+3) o,

y+1)

AL} |

’ |

|

2| |

f

Cc=4 || c=0

[

1 |

T |

|

|

|

|

|

. 0 |

-3 —F] -1 0 | 1 2 3

_l“
_2“
—%]
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Problema 20.- Resolver

y'= sen>(cosZy— cod ;r

Solucién

Separando tenemos

———dy= senxd: integrando resulta
cosy— cody

cos
cosy - —cosx+C o0 ctgy=-cosx+ C
seny
.ll}
3 L
2 L
[,
\\ // \\
- P 1
) — o=z —
. ) 0
5 _4 _3 -2 Sl i} 1 2
- __:l—__i_ ey
N //c:o N s
N
_2 |
-3
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CEcuaciones Homogeneas
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Problema 1.- Resolver

(x-y) dx+ xdy=0
Solucion

Sea y=vx reemplazamos y separamos, queda

dv:—ldxq v=In % C— Y=-In+ C- Y- da % (
X X

ot

37



Problema 2.- Resolver

xdx+(y-2% dy=0

Solucion
_ 2-v dx .
y = vX, reemplazamos y separamos —— dv=— integrando resulta
1-v+V X
1
~In(v-1) B Inx+C ycomo v=2 resulta rearreglando
V- X
X
In(y-x)+ +C=0
y—X
.IL-L
3_.
2..
1
[
-4 = -2 —=1 0 1 2




Problema 3.- Resolver
(x+y)dx—(x 3y dy=0
Solucion

Sea y=vx, reemplazando y separando ax _ 1y dv, integrando se tiene
X

1+V

Inx= arctgv—%ln(1+ \/2)+ C yreemplazando V:X se tiene
X

arctg( y] = In\/XZTyZ+ C

X

39



Problema 4.- Resolver

(x2 —2y2) dx+ xydy= 0

Solucidén

. % dx .
Haciendo el reemplazo y=vx y separando tenemos ——dv=— integrando se
X

ve-1
tiene In (v2 —1) =InCx¥ y reemplazando v =Y setiene y>=x*+Cx
F . |
||l|
3] I,a'f
I|lIII
/
\ I|||
\ |,'
\\. )
\ 2| ;
\_\ =2 /
1 ..lf
A
\\ / c=1
\._\ 1 _.-"ll
\ 1 /
S v
-3 9 = 1 2 3
/ A
.-"'; \'\
=1
/ i \
o %
f Y
.I."'. \'\
.'f \\
/ Y
-2 \
|'|lll 1 \.'u
."llll lll"'.
."lll ill"
e"; H
||l| - 3 lIIIII|
/
/ \
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Problema 5.- Resolver
xzdy—(2 Xy+ 2 )7) dx 0
Solucién

Reemplazando y=vx y separando _av = 29( integrando se tiene
v(1+V) X

In (szzm x+InC ycomo V:X se llega finalmente a y = Cx
1+v X 1-Cx
AN | Ty |
O
\\._\_\. 5|
AN ||
\ ~— | ‘ |
. I
\\\n // 2 ‘ |
~ T ‘ |
o= B
| .I c=1
1 u'l
+ | |
II
|
.'Ill _."'.;
o|
-4 -3 -2 -1 7 o 1 2 3
|
[
|
| —1__
.
[
B i
I ‘ -z //'— _“‘M,H\
[ | ff/ \\\\
| ™~
‘ |'/I \\\
| -3 \\
NN
| ‘ | AN
N\
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Problema 6.- Resolver
(xy+4y2 + 2x2) dx- X dy 0

Solucidén

Haciendo y = vx, reemplazando y separando

av:itg[4|nx+cj asi y:itg[4|nx+cj
J2 T2 V2 T2

- dx , integrando llegamos

Tt
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Problema 7.- Resolver
Xy'= y+y X - ¥
Solucidén

Haciendo el reemplazo y=vx y separando se tiene

tiene v=ser(ln x § de donde y=xser{ln ¥ G

dv

1-V?

_dx

X

integrando se

43



Problema 8.- Resolver

x(ln%) dy- ydx=0

Solucién

. Inv dx
Haciendo y=vx reemplazando y separando llegamos a ———dv=——
v(1+Inv) X
integrando se llega a Inv-In(1+Inv)=-Inx+ C o InY-in (1+ Inlj =-Inx+C
X X

44



Problema 9.- Resolver
(xy+ y + x2) dx- X dy=0

Solucién

Haciendo y=vx reemplazando y separando se llega a

tiene v=tg(In x+ C) » y= xtgIn » G

dv__ dx integrando se

V2 +

45



Problema 10.- Resolver

xdy:( xsec%+ y) d>

Solucién

Haciendo y =vx reemplazado y separando se tiene

dx
cosvdv=— - sen¥= In ¥ C- SEX: In «
X X

c=-1

46



Problema 11.- Resolver

2xydx—( X - )?) dy=0

Solucidén

dx V-1
Hacemos y=vx reemplazamos y separamos — +

———~-dv=0 integrando se
X V(1) ’

tiene x(v2 +1):qu ¥+ X= Cy




Problema 12.- Resolver

(x3+ y3) dx-3xy dy=0

Solucion
. . dx 3V
Haciendo y=vx reemplazando y separando se tiene — - dv=0
X 1-2V
integrando llegamos a x* (1— 2v3) =C- X¥-2y=0C»
il Vv
3_.
i
2..
///’
///
) /’
c=2 /,"
. ~ c=1
,// \._\ ]
I‘l b II
| | ol | |
4 -3 -2 -1 0 l1 2
/ h ]
/ g Y,
/{f’ \-\\_ /
7
¥ ~L)
]
e
/
f//
///
/ =2 |
////
.//
,//
/// _3
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Problema 13.- Resolver

xdy— ydx-4/ X— y dx0

Solucidén

Hacemos y=vx reemplazando y separando se tiene

_dx_ 0 integrando
X

1-V*
. y arcser?
se tiene arcsen==In Cx-» cx e X
X

49



Problema 14.- Resolver

(2x+3y) dx+( y- ¥ dy=0

Solucién
Hacemos y=vx reemplazamos y separamos

dx v-1 , y
—+——"——dv=0 integrando y reemplazando v=-= llegamos a
X V+2v+2 g y P X g
In(y2+2xy+ 2)@)—4arct4y—+xj= C

X

50



Problema 15.- Resolver

1+2¢ | dx+ 2@(1—% d= 0
y

Solucidén

dy 1+2¢€
Hacemos x=vy reemplazamos y separamos — + "
y v

dv=0 integrandoy

X

reemplazando v=xy se tiene x+ 2ye§ =C




Problema 16.- Resolver

(y+«/x2— yz) dx- xdy=0

Solucidén

Hacemos y = vx reemplazamos y separamos

dx _

X

reemplazando v=2 tenemos xIn x= arcser’ + C
X X

1-V?

integrando y

(@]

v
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Problema 17.- Resolver

xy'= y(1+In y-In X

Solucién
. . dv dx .
Haciendo y =vx reemplazando y separando se tiene I— —-—=0 integrandoy
vinv X

Y tenemos y = x&*

reemplazando v =
X

53



Problema 18.- Resolver

xydx+( ¥ - >Z) dy=0

Solucidén

Hacemos y = vx reemplazamos y separamos

y

v -1

V3

reemplazando v=2 tenemos x*+2y’ In% =0
X

dv+2( =0 integrandoy
X

54



Problema 19.- Resolver

xye + ¥ | dx % & dy0

Solucidén

dy (veV —1) dv
Hacemos x =vy reemplazamos y separamos — —~——+—
y v

X

X x
reemplazando v=— tenemos Inx+e’ = C
y

=0 integrandoy

55



Problema 20.- Resolver

(2\/@— y) dx— xdy=0

Solucion
dx _1 dv
Hacemos y=vx reemplazamos y separamos — ==
X 2Jv-v
reemplazando v=" se tiene x{l—\/gj =C - x—4/xy= Cx
X X

integrando y

56



Ccuaciones Reducibles a
PHomogeneas p ofras
gustifuciones
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Problema 1.- Resolver

(=3x+y+6) dx+( x+ y+2) dy= G

Solucién

. . -3X+y+6=
Primero resolvemos el sistema - X=1,y=-3. Ahora hacemos
X+y+2=0

v=x-1,w= y+3 yreemplazamos, nos queda (-3v+w) dv+( v+ w dw=0 que es
una ecuacién homogénea y cuya solucion es w* + 2vw— 3V = C y reemplazando
por las variables originales se tiene (y+3)"+2(x-1)°(y+3-dx-3"=C.

e b

10|

-15 -10 =5 0 5 10 15

-10 ||
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Problema 2.- Resolver

(x+2y=2) dx+(2x+ 4y+ § dy= C
Solucion

En este caso, no hay solucién del sistema y hacemos

2= x+2y - y:%(q dy= dz; dx

y reemplazamos y reducimos, nos queda (22+5) dz=9d> de donde resulta
(x+2y)" +5(x+ 2y) = 9x+ C.

10|

Ls ~10 5




Problema 3.- Resolver

(=x+2y=7) dy-(2x+ 2y~ 4 dx= C

Solucién

_ -X+2y-T7= . .
El sistema tiene la solucion x=-1,y=3 y reemplazamos, nos
2X+2y—4=

queda, haciendo x=u-1,y= v+3, (-u+2v)dv-(2u+ 2y du= 0 que es
homogénea y cuya solucién es (2v+u)’(v-2u)’ = C y volviendo a las variables

originales nos queda (2y+x-5)°(y-2x-95’= C.

61



Problema 4.- Resolver

(y—7x+7) dx—(3x= 7y- 3 dy= (

Solucién

_ 3y—-7x+7= . C
El sistema tiene la solucion x=0,y=1 y hacemos
3X-7y-3=

x=u+1l,y=v+0,dx= dy dy dreemplazando nos queda
(=3u+7v) dv=(-7u+ 3y du que es homogénea.

Resolviéndola y volviendo a las variables originales se tiene

? C
{Lj 6 Y +7=C_
x-1 x—1 (x—1)

10 |

c=16

15

15
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Problema 5.- Resolver

(y-x-5)dy-(1- x- y) dx= 0

Solucién

y—-x-5=0
1-x-y=0

El sistema

reemplazamos, nos queda (-u+v) dv=—(u+\) dique es homogénea.

Resolviéndola y volviendo a las variables originales se obtiene finalmente
2

L (y_:%j +1 —arctg(y—?’j =-In(x+2)+C.

2 X+2 X+ 2

F s }.

10]

tiene la soluciéon x=-2,y=3 hacemos x=u-2,y=v+3 y

-15 -10 -5 \lo 5 10
c=0

-10|

15
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Problema 6.- Resolver

y'=(x+ y+1) = (x+ y-1°

Solucion
Desarrollando queda d—y:4(x+ y) hacemos z=Xx+y- y= z x- dy_ dz
dx dx dx
N d—z—lz 4z o 2% = gx integrando resulta
dx 4z+1
1 1 1
z=Ce&"-= . x y= C&-= - Cl- x=
4 ¥ 2" 7 4
0 :
-4 -3 -2 = 0 1 2 3 ¢
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Problema 7.- Resolver

dy=tg’ ( x+ y) d

Solucién

dz dz

Hacemos z= x+ Y, y= 72 X- ﬂ:iz—l - ﬂ:tgzz:——lq —=1+tgf z= seé :
dx dx dx dx dx
- dz =dx , de donde resulta, integrando Zy St z_ Xx+C 0
sec z 2
sen 2 x+ 2
X;y+ n . Y oxsc L oxe 2y ser2 2 )= 4 C
JL}. I.'Il
/,-’
3] P
|
2] |
—— “e=0
.-"/
c=q 1] ||II
|
s 0 /!
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

65



Problema 8.- Resolver

dy:( 10%- 2y+ 5-

Solucién
z=10- 2y - ﬂl =
dx

gdx

1dz 5__1&2: S+ E

5-=—
2 dx 2 dx

resulta, volviendo a las variables originales

~J10x - 2y+ 5- 10Ir‘(~/ 10— 3+ 5 1)): x+ C

e ¥y

10

=18

dz
20— 2/z+5

=dx , integrando

15

=15

=10
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Problema 9.- Resolver

(2x+y) dx—(4x+2y-1) dy= C
Solucion

Hacemos z=2x+ yqﬂ:iz_zqﬂz_zz z 2z
dx dx dx 2z1 5=

12dz: dx integrandoy

volviendo a las variables originales se obtiene finalmente
5x+10y+ In(10x+ 5y— 3= C.
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Problema 10.- Resolver
(6x+ y—1) dx+(4x+ y-2) dy= 0

Solucién

6x+y-1=0
4x+y-2=

: . L, 1
El sistema tiene la solucion x = 5 y=4. Hacemos

X= u—%, y=v+4,dx= dy dy dreemplazando nos queda
(6u+v) du+(4u+ V) dv=0 que es homogénea, cuya solucion, volviendo a las

variables originales resulta ser (2x+y-23)°" _= C( 3x+ y—gj :
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Ccuaciones Exarctas
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Problema 1.- Resolver
2xydx+(1+ >3) dy=0

Solucidén

Tenemos %—M:ZX:O—ND es exacta. Ahora u(x y):_[2xyd>&¢)( y= X yvo( Yy

y 0X
Su, =X +@(y)= N(x% Y=1+ X - ¢'(y)=1- ¢(y)=y . Asila solucién es

x’y+y=C
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Problema 2.- Resolver
(3xy" + x) dx+(6X -2 ¥+ 7) dye C

Solucién

Tenemos ™M =12xy* :a—ND es exacta.
ay 0X

u(xy)=[(3x/+ § dwgl y=2 % 9+ +o( )

S U, =6X Y+ (yY)=6XyY-2y+7 - @(y)=-2y+7 - go(y):—§y3+7y.Asi

2
2y“+X——Z Y+7y=C o0 9Yy'+3xX-4y’+42y=C

Y

., 3
la solucién es EX
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Problema 3.- Resolver

exdx+( Xe +2 )) dy0

Solucién
aﬂ =e :a—ND es exacta.
oy 0x

u(x y):.[eydxw)( y= xe+g

u =xe+¢'(y)=x€+2 - ¢(y)=2y - ¢(y)=y* Asilasolucién es
xe’+ y=C

|
[=:]
|
=2}
|
£
|
b
o
[=}
B
S
=2}
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problema 4. Resolver

(x+§} dy+ ydx=0

Solucidén
aﬂ :1:6—ND es exacta.
oy 0X

u(x y)=[ ydxg( )= xyro( ¥

u, = x+¢'(y)= 2 ?'(y) -2 @(y)=2InyO la solucién es xy+2Iny=C
y y
|
e
| 6]
|
|
|
|
[ 4]
|
|
c=0
|I 2|
c=4
. 0 ____T____________ 5
8 -6 -4 -2 0 2 4 6
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Problema 5.- Resolver
(y—x3) dx+( X+ 37) dy=0

Solucidén

oM ON
——=1=—1] es exacta
oy 0X

4

()= J(y- #) ol 3= yx Xl ¥

u =x+@(y)=x+y - ¢(y)=y —>¢7(y):y74
0 4xy-X+y=C

X4

, asi la solucion es xy—7+7 =C
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Problema 6.- Resolver
(2xy“+ sen;) d>+(4 X ¥+ xos )y dy C

Solucidén

aﬂ =8xy’ + cosy= %—ND es exacta
X

oy
u, =4xX'y’ + xcosy+@ ( y) = 4X y+ xcos' - ¢'(y)=0 - ¢(y)=cte

luego la solucion es x*y* + xseny= (
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Problema 7.- Resolver

(2x-1) dx+(3y+ 7) dy= G
Solucion

oM =0= a—N [0 es exacta.

6_y 0X

u(x y)=[(2x-1) derg Y= %= xg( ¥

u, =¢'(y)=3y+7 - w(y):gyz+7yD la solucion es xz—x+gy2+7y= C o
2x% = 2x+ 3y + 14y= C

F }.
6 +
4 +4
2 +4
, e C=4—__
-8 6 -1 -2~ 0 NN N 4 6
- .
//C=0 ‘\,\\

[ | T \
|| |
N\ y | /
h e
. 0 E - __r__//

-6

77



Problema 8.- Resolver

(5x+4y) dx+(4x— 8)7) dy= 0

Solucidén

OM=4=6_ND es exacta

oy 0X

u(x, y):.[(5x+4)a dx:g x+4xyo( Yy

u, =4x+@'(y)=4x-8y - ¢'(y)=-8y’ - ¢(y)=-2y , asf la solucion es
gx2+4xy—2y‘: C' o0 5x*+8xy-4y'=C
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Problema 9.- Resolver
(2xy2—3) dx+(2x2 yH 4) dy= 0
Solucidén

aﬂ =4xy= a—N [les exacta

oy 0x

u(x, y):j(2x>i—3) de % §-3x9( Y

u, =2xXy+@(y)=2Xy+4 - ¢(y)=4 - ¢(y)=4y . Asi la solucion es

x°y?-3x+4y=C
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Problema 10.- Resolver

(x—y3+ yzsen){ dx(s X+ 2 gos )x dy (

Solucidén

M _ -3y? + 2ysenx= %—ND es exacta.
X

ay

u(x y)=_[(x— y + ﬁsen)< dx g )y=X—22— Ry °gos g )

u, =-xy’ —2ycosx+@ () =-3x§- 2ycosx> ¢ (' y= - ¢(y)=cte. Asila

solucion es %xz—xf— ycosx= C 0 x°-2xy’-2y*cosx= C

. ¥y
|
II
|
| 3
II T
2 +
c=4
1 et
el
// rd
III
| . o) :
-4 -3 -2 -1 o 1 J2 3
|I ."’II
e c=0 -1
=, 2 .
/
[
3 ]
II
i
|
|
|
|
|
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Problema 11.- Resolver

(2xe"— y+6>3) dx- xdy= 0

Solucidén

M _ 1=6—ND es exacta

d_y__ 0x

u(x y)=[(2xé- yw6%) de2 xe-2%e xy2°xg( )

u, =-x+¢'(y)=-x- ¢'(y)=0- ¢( y) = cte Asi la solucién es

2xg — 26— xyr 2 %= C

ra |
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Problema 12.- Resolver

(tgx— senxseny dx(cos @os )y dy (

Solucion

oM oN

—— =-senxos y=—L[J es exacta.
oy ox

u(x y):j(tgx— senxser)y axp( )y —-In(cos )x cos xseny( )

u, =cosx cosy+@ (y)= cox coy- @ ("= 0 ¢( y= C Luego la solucion es
—In cosx+ cosxseny  (

(3]
L
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Problema 13.- Resolver

(4x3y—15x2— y) dx+( X+ 3y- 9{ dy C

Solucion
oM _ 43 -1= a—ND es exacta.
oy 0Xx

u(x y)=[(4%y-15-y) deg( y= %y 5% xyo( )

u, =x'-x+@'(y)= X+3y¥- x> ¢'( y=3y - ¢ y= ¥, asilasolucién es
x'y=5x - xy+ y= C
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Problema 14.- Resolver

(x+vy)’ dx+(2 XyH+ >%—1) dy=0

Solucién

M 2(x+y) = N7 s exacta
oy X

u(x y) = [(x+ ) dx g 3)=(X+ y)3+<0( y

u, = (x+y) +g@(y) =2+ k-1~ ¢y

es, desarrollando, x®+3x°y+3xy-3y= C

3

-1- - o y=- yy? asi la solucion

1,5]
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Problema 15.- Resolver
(4y+2x-5) dx+(6y+ 4x- 3 dy= (
Solucién

aﬂ = 4:6—ND es exacta
oy 0X

u(x y)J'(4y+2x—5) de g y=4xy k- 5xg( )

u, =4x+@'(y)=6y+4x-1- @( ) =-1 6y~ ¢ y=- y 3% asila solucion es
4xy+ X —5x— y+3y = C
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Problema 16.- Resolver
(y2 cosx— 3¢ y— 2>§ d)&( 2ysenx > In )y dy (

Solucién

oM _ 2y cosx— 3¢ = a—ND es exacta
ay 0Xx

u(x y):.[( Y cos x- 3% y- 2)) deg( y= ¥ senx *xy *x¢( )

u, =2ysenx k+¢'( y=2 ysenx *xIn - @'(y)=Iny- ¢(y)=yin y-y asila
solucién es y’senx- X y- X+ {n y ¥ |

Ay
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Problema 17.- Resolver
(y* +10xy* - 2% dx+(3x§+ 20% §) dy C
Solucién

aﬂ =3y +40xy’ = a—ND es exacta
ay 0Xx

u(x y)=[(¥+10x7 - 23 de g y= K+ 5% Y- g )

u, =3xy’ +20X Y+ y)= 3xy+ 20X ¥ - ¢( y= 0- ¢ Y= ct, asila solucién es
Xy’ +5x%y'— ¥=C
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Problema 18.- Resolver
(—xzyzsenxkz Xy COS )< dx( 2% y:os)x dy |
Solucién

m

= -2x’ysenx- 4 Xyos x N es exacta
oy 0x

u(x y)=[2% ycosxdy ¢ ¥= % ¥ cos xg( X

u =-xX y'senx2 xycos x@( }=- Xy semx2 kgos - ¢'(x)=0 - ¢(x)=cte.
Asi la solucion es x*y®cosx= C

|
&
|
.‘
~
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Problema 19.- Resolver

(x2+y2+2x) dx+(2xy+3§) dy 0

Solucién
oM =2y :a—ND es exacta
oy 0x

u(x, y):J.()@+ f+2)§ dx- ¢ =X§3+ X+ X+ )
u, =2xy+@'(y)=2xy+3y - @ y=3§ - ¢( y= 3§ luego la solucion es
X*+3xy*+3X+3y'= C

\\ . }.

N\
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Problema 20.- Resolver
(cosxsenx— xf/) dx 6/1— %9 dy C

Solucidén

M - 2xy=Np es exacta
oy 0X

(1—x2) Y

u(x y) =] (1 X) dyr ol J="———+o( X

i x

u, =-xy’ +¢'( X =cosxsenx Xy ¢( )= cos xsenx ¢( ):xse asi la solucion

es (1—x2)y2+ser‘°r x C
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CEcuaciones Lineales de
Primer Orden
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Problema 1.- Resolver
y'+2Xxy= X
Solucién

Podemos resolver esta ecuacion multiplicandola por el factor integrante

u(x) = e[2de = & . Obtenemos &* (dy+2 xyd)): x€ d, el lado izquierdo es una
diferencial exacta, o sea

d(yexz): xé dxo yézj Xe dx ‘er 'C. “¢2 —y)=

F }.
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Problema 2.- Resolver
X°y'+ xy= X+ X
Solucion
- y . e[idx
Escribimos y'+Z = x* +1, ahora el factor integrante es € * =€ = x. Entonces
X

llegamos a d( yx) :( X + >§ d» e integrando yx:%f x4+—; X+ C

c=-4
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Problema 3.- Resolver

dx+2xdy=ydy

Solucién

Escribimos%(+2x =y y un factor integrante es e[Zdy =& de donde llegamos a
y

d(xéy) = yé& dy e integrando llegamos a x&” :% € (2y-)+ C o
4x=2y-1+ Ce?
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Problema 4.- Resolver

ﬂ +2xy = 4X
dx
Solucién

Hagamos y =uv y reemplacemos, nos queda u(d—
u

, . dv
cero el paréntesis d—+ 2xv= 0 y resolvemos para v
X

dx

V+2xvj+ vﬂj: 4 x . Hacemos

2
resulta v=e™ y

., _e2 du
reemplazamos en la ecuacion e i =4x yresolvemos para u de donde resulta
X

u=2¢& + C entonces y= uv:(2é2 + (j & =2+ Ce°

r's |
I |
|

e

2
i~
=2}

c=-1
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Problema 5.- Resolver

x%’=y+x3+3x2—2x

X

Solucion

Escribimos %/__y: x* +3x- 2. Siguiendo el método anterior con y=uv se tiene
X X

dv v

= =0 de donde resulta v= x y analogamente determinamos
X X

2 2
uz%+3x—2ln x+ C de donde yzuvz(%+3x—2ln X+ C} >

X3
- y=7+3x2—2xln X+ Cx
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Problema 6.- Resolver

dy 3
)Wy x-2
(-2 2= yr2(x-2

Solucion
- dy vy _ 2 . _ L,
Escribimos A ez 2(x-2)" haciendo y=uv llegamos a la ecuacion
X X-
%’——VZ =0 dedonde v=x-2 yreemplazando obtenemos u=(x-2)"+C de
X X-

donde y:uv:((x—2)2+C)(x—2)—» y=(x2’+ ¢ x 2

rF }:

3_.




Problema 7.- Resolver

d
Yy yctgx=5 ™
dx
Solucion
Haciendo y=uv y siguiendo el método anterior llegamos a la ecuacion

. 1 .
— +vctgx=0 de donde se obtiene v=——y reemplazando se obtiene
senx
C

u=-5¢°>+C,asi y=uv= (—Sé"SX + QL S0 gy &
senx senx ser
| I" I 1 ] T =y | T
|| : || | [ | |
| /| | B |
' |
| |
II II I| | |I I| Al I‘ll II |
| I' | | In ||| I|I I I|II
I| | || | |
' [\ /| JII'I 'I
/ / c=1 Il,' ;r
/ / / I [
/ / / / /
;L/ /a"l i 0 .fj . fa’l
10 ) -6 _2 _ 0 5 7
f { f, !f
/II / [ !/ /
/ # / 1 / /
[ / ,l'l ,'I /
/ I|I ‘ |'I |
|'I [/ I|| ( I
| / I’ I| | -4 f |I /
|I I| ||I | III | | I|
|
| ||| | N N |
| |
| N



Problema 8.- Resolver

dy 2
xXC=2+(2-3) y= X
o H(2-3¢)y
Solucién

2-3X
X

., dv 2-3¥
ecuaciéon — +
dx X

Escribimos ﬂ +(
dx

1
u :%e ¥ + C de donde resulta y = uvz{%

1

21 1 1 1
ex2+Cj)%e2:—2 X+ Ck*#

Jy =1 hacemos y=uv reemplazamos y resolvemos la

1
v=0 de donde resulta v=x’e¢ remplazamos y obtenemos

ry

25

20 |

15

19 |

¥

-30 -25 -20 -15

35
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Problema 9.- Resolver

%’ —2yctg2x=1- 2xctg2 x- 2cosec2
X

Solucién

. dv
Hacemos y =uv y resolvemos la ecuacion g——2vctgz x= 0 e donde resulta

v=ser? » reemplazando v resolviendo para u tenemos u = xcosec2x+ ctg2x (
asi y=uv=(xcosex ct2x ¢ seB x = +xcos2+x Csel

-~

|'ﬂ'| ||{ __.|| (({l ||- ,.'I|| I.J
20/ A |T. -II| ; \ 1\

A4

|' | Y 1] L
fi | l A 0 /I ||
lG__ I| |I l || _c=l| || IUI
i | T
f\ 7% A 2 W I\ /| I'|
A Iy
|' 3 l____|| { ,-"ff \[ _-'|| I|I I||
C:_B I| |I | :.' by I-.l || || v
f\ bl | Il | II|
i i [\ Jof Vi A | : ; : : :
30 -25 -20 -15 -1 [ [{fle]] |§ 10 15 20 25 50 3
it R } | Y
fi [ | I /1 5] I| |
||I AW ] i
(114 k-l ||
[ [ / |I Gl .'I

ﬂﬁ?gwiyu s
A

'J
| | I / II,| |I | ||JI

ﬁH%T%'U ]

101



Problema 10.- Resolver

yIn ydx+( x=In y) dy=0

Solucién
Escribimos 2(+ 1
dy yiny vy
dv \Y;
—+
dy yiny
1 1 1 C
x=uv=|=In? y+ C|—==1In yWw—
(2 y ]Iny 2 y-I-Iny

25

20|

15|

10|

L}n

1
X== hacemos x=uv reemplazamos y resolvemos para v

=0~ v:Ii y reemplazando v obtenemos u :%Inz y+C asi
ny

30 25 20 -15  -10

-10 |

-15]|

-20 |

-25]|

10 15 20 25 30 35
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Problema 11.- Resolver
y'+2xy= 2x6*

Solucién

Un factor integrante es u(x) = d?¥ = & asi d(ye’) = &2 x&° dx 2 xdentonces
ye&'=X+Co y= €( %+ @

103



Problema 12.- Resolver

y'+2y= 3¢

Solucion

Un factor integrante es u(X) = d® =& . Entonces

d(ye*)=€3é=3& . 8y ¥+ C ¥y & C¢

c=-1

ra |
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Problema 13.- Resolver

1 y'—E y = XCOSX
X X

Solucién

- 2 . - i
Escribimos y'-=y=xXcosx un factor integrante es u(x) = e[ X = x?
X

asi

d(yx?) = X? ¥cos xdx= cosxdx- ¥

2dx

¥ seAax G =y °X senx
\ \ I
[
| |
| | 10 ‘
| ||| T |
o |
| | |
‘ | 5| c=2 ‘
. | -
‘ II|I .,/K \'.
. . I‘ ) IIII 9] / II| ) )
-15 -10 | -5 I'| / 0 |I 5 10 15
‘ ||I / II
\/ |
c=0 _g I|| ‘
|| ‘
|
I
|| |
-10] H |
|| |
||| |
| ||
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Problema 14.- Resolver
y'-3y=6
Solucién

Un factor integrante es
U =d ™= 6% = (y@)=6 & do yE=-2 WM+ 6 2+ ©
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Problema 15.- Resolver

XQ—4y= X &
dx

Solucién

Asi, d(yx)=x*X & dx xéd
y=x€&-xXd+ CR

A

Escribimos EY_ﬂy: x’& , un factor integrante es u(x):e[ X
X X

Integrando se tiene yx*=x€ - €+ C o

| . [
1 o
!
[3
| | |
|
[
4| |
/ |
I
. I|III
.'-: ||l
i f
c=-1 |l,l'l |
I' .". Il'I Cc= 1 |
|I ".. I-'l
I| I O I
-6 -4 -2 {0 2
Iz
||II 1
IIII
[ -4]
III
)
II
)
III
|II _6
II
|
|
|
|
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Problema 16.- Resolver
ﬂl+ y=X
dx

Solucién

Un factor integrante es u(x):e[dxz & Asi
diye')=x€ dx=> yé= xXe- & © vy A+

Ct

F . v
| :
!

\ &
\ 1
II
|
|
|
1
III
lc=1
II 4

\ 1
III

II

\

".I

\ o2

\ -
\._\. ) //
\ P B
s \\"H-O -’/’ "
-6 -4 -2 0 2
— 2 I%
c=-1
-4
-&
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Problema 17.- Resolver
dy, 2y = X%+ 2X
dx

Solucién

Un factor integrante es u(x) = e[de =& ,asi d(ye)=(¥X+23¢éd
Integrando y despajando y se tiene

2+ 2x-1
=2 T2
4

C e—2><

|
o
|
o
|
12y
|
B2
o
(i8]
..
L]
(=]
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Problema 18.- Resolver

xInxﬂ— y=xX(3In x-1)
dx

Solucién

Escribimos dy__1 y= X (@Inx-1)
dx xIn x In x

. Un factor integrante es

dx
U(X) — J_m = g'hinx :i
In x

2 —
1 :x(3lnx 1)dx

Asi, d(y—) 5 . Integrando y despejando se tiene
In x In“ x
y=x +CIn X
Ak}u
3_.
c=-1
Al
1 ;E=1
I O 1
-1 -3 -2 -1 0 1 2 4
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Problema 19.- Resolver

dy_ yctgx=2 x— X ctg:
dx

Solucién

Un factor integrante es u(x) = d o

2x— X ctgx
senx senx

y=x + Csen;

=€

Insenx —

senx

. Asi

dx ,integrando y despejando se tiene

] ] . T
. 3 /
. \
\ 2| /
c=1 |
\ \."\.. .ll.-'ll J,"l
'..\ .\_.\ _..n’! II."I
".\ \.. 1 .__,-' ..".
C=—1 \ T /
._ /
\ \,\.\ / /
\ N J I_.-":
= -2 =il O~ A1 2 4
- l 1
— 2 1
i)
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Problema 20.- Resolver

dy

—2Xy = COSX— 2xsen;
dx

Solucién

Un factor integrante es u(x) = d %2

e~

,asi d(ye‘xz) = (cos x— 2xseny €
Integrando y despejando se tiene y = senxt ce
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CEcuaciones Be Bernoulli
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Problema 1.- Resolver
.3
y-=y=y
X
Solucién

4 o , 12
Hacemos v=y , reemplazamos para obtener la ecuacion lineal v'+—v=-4
X

12,
cuyo factor integrante es ejxd =x? ,asi d(vx?) =-4x%dx

. . 4 _
integrando resulta v=y™ = 3 x+ Cx*

E=aill
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Problema 2.- Resolver

dy
—_ - :X
o) y

Solucién

Procediendo como en el problema anterior con v=y™* reemplazamosy la
v'+4v=-4x que es una ecuacion lineal cuya solucién

ecuacion se convierte en

esv=y"* =—x+%+ Ce*
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Problema 3.- Resolver
1 y — 1
+==—(1-2x

y*3 3( )Y

Solucién

Hacemos v=y® reemplazamos y obtenemos la ecuacion lineal v'-v=2x-1
cuya solucibnes  v=y® =-2x-1+ Cé&

c=-1
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Problema 4.- Resolver
y'+ y= y?(cosx— seny
Solucién

Hacemos v=y™' reemplazamos obteniendo la ecuacion lineal
V'-V=senxcos . cuyasolucibnes v=y*'=-senx C&

(58]
s
51
o

.0 -8
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Problema 5.- Resolver

xdy—(y+ xy(1+In }) dx=0

Solucion
Escribimos y'—X: (1+Inx)y* .Hacemos v=y? , reemplazamos obteniendo la
X
L .2V .,
ecuacion lineal v'+—=-2(1+Inx) , cuya solucion es
X

v=y?= X 25wt cx?
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Problema 6.- Resolver

Xy'+ y= yIn x
Solucion
- Y In x 1 ,
Escribimos y'+Z =y —= ,hacemos v=y"' ,reemplazamos obteniendo la
X X
o ., V_Inx ., i
ecuacion lineal v'-—=—— | cuya soluciones v=y =-In x—-1+ Cx
X X
F 9
6_.
4_.
2
T c=1
0
-6 -4 -2 z s 8
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Problema 7.- Resolver

A(1+ x)dy+ y(1+ 4xy (I+ x)dx= C

Solucion
Escribimos y'+ 4(13: ): -xy* , hacemos v=y? reemplazamos y obtenemos la
X
o . 2v L,
ecuacion lineal v'- =2X , cuya solucion es
4(1+x)
+x P
v=y? :—4(13X) —4(1+ X)+ GJ1+ X
AL}.
6_.
4_.
c=-1
|
2
T |
=1
0 -— — I
-6 -4 =] 0 2 4 & 8
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Problema 8.- Resolver

-1

3y'+4cosec(2X)y= 2y ctg:

Solucidén

Escribimos y'+gcosec(2x)y=§ y? ctg:, hacemos v=y?

3
v =y? = xctgx+ Cctg:

2

3

, reemplazamos
llegando a la ecuacion v'+2cosecc(2x)w= ctg: cuya solucion es

10
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Problema 9.- Resolver
xy'+ y= yIn x

Solucidén

Escribimos y'+y In X

Z=—"1v" ,hacemos v=y"' |, reemplazamos y obtenemos la
.V In x
ecuacion v'-—

=——= , cuya solucién es v=y™* =In x+1+ Cx
X X

c=-1
|

123



Problema 10.- Resolver
y+y=¢y’
Solucidén

Hacemos v=Yy , reemplazamos obteniendo la ecuacion v'+3v= 3¢
cuya solucién es

v:y3:§1e‘+ ce*

c=-1
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Problema 11.- Resolver
2xy'+ 2y= xy
Solucidén
Escribimos y'+X

X

Vi-—=-

N_ 4 , cuya solucion es v=y? = x+ CX

=§ , hacemos v=y~? , reemplazamos y obtenemos

c=-1
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Problema 12.- Resolver

y'=—>
Xy+ y

Solucién

La escribimos como x'-xy =y®x™* , hacemos v=x reemplazamosy

obtenemos v'-2yv= 2y cuya solucion es
v=xX=-y-1+C¢

]
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Problema 13.- Resolver
YAy - X)y=2x
Solucidén

VA A

La escribimos como x'+7 x=? X' , hacemos v=x* reemplazamos y

y
obtenemos Vv'+y’v=y cuyasoluciénes v=x' =y -6y +18+ Ce?3
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Problema 14.- Resolver
y'+y=xy
Solucidén

Hacemos v=y? reemplazamos y obtenemos v'-2v=-2x cuya solucion es
_ 1
v=y?= x—§+ ce"

‘ F 9 hEl
‘ |
| |
| |
\ 2
| \
| \
Cc=8| \
II \
‘II
.\ )
\ \
‘\\ \
~. ~—
N _ (_3:]_
) 0 T — _
-4 ] =2 il 0 1 2 3 4
-1
-2
)
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Problema 15.- Resolver
Xy
ydx+ ( x— 7) dy=0
Solucién

- X X >
La escribimos como y'+— =? , hacemos v=x* |, reemplazamos y obtenemos
y

v _ -1 ,cuyasolucibnes v=x?=y+Cy
y
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Problema 16.- Resolver

y(6y* — x—1)dx+ 2 xdy= 0

Solucidén

y(x+1) _ 3y

, hacemos v=y? , reemplazamosy
2X 2X

La escribimos como y'-

. _ _ . , b e
obtenemos v'+(1+ x")v=6xX" cuya soluciébnes v=y?=—+C
X X

7
1,5
1_
5t
0,5 S
T c=16
0 |
5 -2 -1,5 =i -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5
-0,5
_1-
-1,5
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Problema 17.- Resolver
3xdy= y(1+ xsenx 3 ¥ senx
Solucidén

1+ xsenx

La escribimos como y'- 3
X

1+ xsenxv_ 3 sen

obtenemos v'+

X

senx 3
=- y* , hacemos v=y* reemplazamosy
X
. 4 3 ecosx
cuya solucibnes v=y~ " =—+C
X X
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Problema 18.- Resolver

2y+ L=y
X

Solucién

Y .
Hacemos v= Yy , reemplazamos y obtenemos v'+— = x* cuya solucién es
X

3
x C
vy =—+=
4 X
» v '
) /
:,r{!
6] /
/ 2
/4
4 l
| 7
|
| 4
| /
\I c=8 /
2 1 I'.I //
"-\ e=1
\, //
N e
0
-3 -6 -4 -2 0 2 4 6 g
,’// - \\\
- 2 |,"’ ,
iy N
II \\
[ A
| R
| AN
\
| \
-4 1 N
\
\\
-6
\
M,

132



Problema 19.- Resolver
y'-2xy= Xy
Solucidén

Hacemos v=y™ , reemplazamos y obtenemos v'+8xv=-4x cuya solucion es

v=y"* =—% x2+é+ ce®
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Problema 20.- Resolver

1
Xy'+ X y= X ¥

Solucidén

1

= XV .
Hacemos v=y? |, reemplazamos y obtenemos v +7 =§ X' cuya solucién es

1 x°

v=y2=1+Cel

c=1/20

4

1

ra |
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Ccuaciones Be Clairaut
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Problema 1.- Resolver

y=px+2 donde p= y'=ﬂ
dx

Solucién

Sabemos que la solucion general es Yy = Cx+ 2C y que la solucién singular se obtiene

eliminando p del sistema X=—f'(p) (f(p)=2p*) ylaecuacion y= f(p)- pf'(p
2
Resolviendo este sistema resulta y = —E , que es la solucién singular tangente a las rectas

de la solucion general (envolvente)
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Problema 2.- Resolver
y=px+p
Solucién

La solucion general es Yy = Cx+ C .Pero en este caso no hay solucién singular ,se trata de una
familia de rectas que pasa por el punto (-1,0)
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Problema 3.- Resolver
1
y = xp+—
p

Solucién

1 1
La solucion general es y = CX+E ,ahora x=—"f(p) = — Yy reemplazando en la ecuacion
Y

original tenemos Yy =

_!: 4—.5& ::_E; = )/2::
P P P

¢

2 .. .
4 X entonces Y° =4X es la solucién singular

Sclucién Singular

2

10

12
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Problema 4.- Resolver
y=xp+2|1+
Solucién
La solucion general es Yy = Cx+ 21+ C y la solucién singular es

2
W2 e e 4 4,

Vi p? L+p Lpt

una circunferencia de radio 2

X=-

Sclucidén Singular

: / | : o :
—4 —% Ve -1 0 1
¥
b
//
7 -1
b
Vi
A
Vi
b
o =2
Vd
/
/
A
A
)i -3
¥
/i
/
/
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Problema 5.- Resolver

y=xp- g
Solucién

2
X
La solucion generales 'y = CX— C y la singulares y = 7 obtenida por el método ya visto

10

Solucién Singular//

1 =15 -10 -5 e~ S 5 10 15

-10]
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Problema 6.- Resolver
y=xp+l-Inp
Solucién

La solucién generales Yy =Cx+1—1In C vy lasingular, siguiendo la metodologia anterior , es
y=2+Inx

-10 |
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Problema 7.- Resolver
y = Xp—tgp
Solucién

La solucion general es Yy = Cx— tgC vy la solucion singular esta dada en este caso por la forma

paramétrica X=se€ p,y= pset p- tgf

Solucion Smgular
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Problema 8.- Resolver

= Xp+
y p2p2

Solucién

La solucién general es

y = Cx+

y procediendo como anteriormente , la solucién singular

-
o

s

’/" Solucidn Singular

es 8y’=27x
R
R
N
™
.“\\
—4 -3

b3
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Problema 9.- Resolver
o L
y=xy-—
y

Solucién

. : . 1 o
Procediendo como anteriormente , la solucion general es Yy = CX—E y la solucién singular es

10

Solucién Singular-

-25 -20 -15 -10 -5 o7

-10

10

15

20

145



Problema 10.-Resolver

_ oy L
y=Xy+—3
y
Solucién
1 2 2
La solucion general es Yy = Cx+-—— ylasingulares y=3(—)3
C 4
F v
6_.
4 +
2_.
Solucibén Singular
0
-8 -6 -4 -2 0 2 4 [ g

146



Ffactor Integqrante p Otros
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Problema 1.- Resolver
p?+2xp-2y=0
Solucién

Despejando y , y derivando se tiene

. , 1
p=pp+xp+ p=>(pr ¥ p=0= p=0= p G ¥ E&+ C

XZ
Ademés p+X=0= p=—-Xx= y:—?

\
Solucibn Singular
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Problema 2.- Resolver
p*x-y=0
Solucion
y= p2 X= p= \/g ,derivando se tiene
p=p°+2pxp=1= p+r 2xp= 0= (p- 1) dx 2 xd

ecuacion separable cuya solucion es p°X—2 px+ x= C= y-2/ xy¢ ¥ (

L}I
6
4
=1 ..
)
et
| c=Z
10 -8 -6 -4 -2 D | | | 8 |
-2
-4
-6
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Problema 3.- Resolver
p?+2y-2x=0
Solucion
Tenemos X :%(2y+ pz) , derivando y multiplicando por p se tiene

1=p+p’p'= 0= (p-1+ F p' . ecuacion separable cuya solucion es

1. . "
> p°+ p+In(p—1)+ y= C . La solucion queda en forma paramétrica

y:c—é & - p-In( p-1), x= G p-In( p-1)
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Problema 4.- Resolver
xdy+ ydx= X y d
Solucién

Multiplicamos por el factor integrante U = X2 y_2 de donde resulta

XY+ YO s (1) = dx= -~ = x+ C= % y Cxyl=0
X2y Xy Xy

v
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Problema 5.- Resolver

xy(xdy- ydx—- X ¥ dx 0

c=-4

Solucién
Multiplicamos por el factor integrante U = X2 y_2 , de donde resulta
xdy— ydx 1
YT YO ydx=0= d(In=)- xdx= 0= In()-= %= ¢
Xy X X 2
3
2
1
O rd
5 -4 ] -2 cal v o]
4 -1
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Problema 6.- Resolver

xdy— ydx= X ¥ xdy yP

Solucién
—2
de donde resulta

Multiplicamos por el factor integrante U = X
1
== % 2}“

xdy— ydx
X YO xy(xdy+ ydy= @;35: Xy = D=2

-2
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Problema 7.- Resolver
(2y+3¥y)dx+ (3x+ 5X ¥) dy C
Solucién

Multiplicamos por el factor integrante U= X"Yy" , resulta

(2x™y™ 4 3x™2 Yy dxt (3XT Y+ 5 XM Y2 dy C

Ahora igualando M ‘= Ny e identificando los coeficientes de los términos semejantes se obtienen
las ecuaciones 2(n+1)= 3(m+ 1),3(n+ 3 5(m 3

sistema cuya soluciéon es m=-9,n=-13 , reemplazando estos valores la ecuacion queda
(2X_9 y—12 +3x7 y—10) dx+ (3 <8 y13+ 5 %8 yll) dy C

ecuacion exacta y cuya solucion es 2x°y*— Cx¥ y?+1=0
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Problema 8.- Resolver

(y?=x) y+2xy=0

Solucién

Escribimos 2xydx+ (Y — X) dy=0

integrante es u(y) = exp(j (—% )dy)=

2
,ahora —(————) =——entonces un factor
y

1

7

en exacta y su solucion es X2+ y2 =Cy

1 ,0M ON

M dy 0x

, multiplicando la ecuacion por este factor se convierte

b}u

=4
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Problema 9.- Resolver
(x®+ y*+ X) dx+ xydy=0
Solucién

1 0M ON

Tenemos — (———) = 1
X

N dy 0x

multiplicando la ecuacién por este factor la ecuacién se convierte en exacta y su solucién es

X' +4x°+6Xy'=C

, dx
entonces un factor integrante es U(X) = exp(j—): X
X

|
|
|
|
|
|
|
|II
|II 2 +
/
f
/
//'
/ 1
/ 1
y ~
d
e
s —
S e=0 N
|II. I O i
\ -1
. S
N
.
\ “ 1
™,
\\
\

157



Problema 10.- Resolver

(2xy'e +2xy+ Ydr ( X §¥& %33 X dyO

Solucién
1 oM ON,_ 4 _ 4 1
Tenemos — (—————) =— ,entonces un factor integrante es U(y) = exp(j—dy)= —
M dy ax vy y y*
multiplicando la ecuacién por este factor la ecuacién se convierte en exacta y su solucién es
2
X X
X’ +—+-==C
y
~y
3
2
|
- 0
3 -5 -4 =5 -2 il 0 1 2 %) 4 5
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Aplicaciones
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Problema 1.- Encuentre la familia de curvas tal que la hormal en cualquier punto pasa por el origen

Solucién

dx
dy

La normal a las curva Y = y(X) tiene la forma Yy, — y=——— (X, —X) en este caso

(%, ¥,) = (0,0) entonces nos queda —xdy= xdx=> X+ y= C

3

Familia de Circunferencias
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Problema 2.- Encuentre la ecuacion de la curva tal que la pendiente de la tangente en cualquier
punto es la mitad de la pendiente de la linea que une el origen con el punto.

Solucién
1 d dx
Tenemos Yy'= =y = 2—y= — = y* = CX familia de parabolas
2 X y X
rFY v
.// . 1
I / s = --/——-‘r
Familia de Parabolas // " e
-4 =5 =5 =
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Problema 3.- Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia de curvas
x+2y=C

Solucién

d
Tenemos dx+2dy=0= 1+ 2d— = C luego para las trayectorias ortogonales tenemos
X

1-2%%_ 0o y-x=cC
dy
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Problema 4.- Encontrar las trayectorias ortogonales para la familia de curvas dada por Xy = C

Solucién

d
Tenemos Xy=C= ydx+ xdy=0= w Xd—y = 0 luego para las trayectorias ortogonales
X

tenemos y—x%(=0:> ydy— xdx=0= §- k= (
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Problema 5.- Un cuerpo se mueve en una linea recta de tal manera que su velocidad excede en 2
a su distancia al origen . Si la velocidad inicial es 5 encuentre la ecuacién del movimiento

Solucién

dx _

dx
=—=Xx+2=> e dt= Xx(f)= C&-2 pero la condicion de velocidad cero para tiempo
X+

t
cero implica C=5 asi la ecuacién del movimiento es X(t) =5€ — 2
[ =(t)

10)

t>=0
15

-15 -10

-10]
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Problema 6.- Encuentre el tiempo requerido para que una cierta cantidad de dinero se duplique a

un 5% de interés compuesto anual .

Solucién

dx
Sea X(t) la cantidad de dinero en el tiempo t entonces pm =0.05x = x= C&*®

In2

ahorapara t=0,Xx=% = x= €% = 2x= ¥ &% = Fo—05= 13.8¢ afios

10|

x(0)=4

=(0)=1

_15 ~10 -5

-10|
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Problema 7.- Una masa de 4 slugs se desliza sobre una tabla . Si la friccion es igual a 4 veces la
velocidad y la masa esta sometida a una fuerza de 12sen2t
en libras encuentre la velocidad en funcion del tiempo si la velocidad inicial es cero .

Solucién

dv dv
Por Newton tenemos 4& =12sen2t- 4v= a+ \v= 3ser? ecuacion lineal cuya solucion es
3 _
v(t) = = €(ser’ t2cos 2t Ce€ vy aplicando la condicién velocidad inicial cero se tiene

v(t):g(seriz t-2cos2t+ 28"

vit)
10

t>=0

-10
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Problema 8.- Encuentre las trayectorias ortogonales a la familia de curvas y = Cx¥

Solucién
ﬂ = 2Cx, C=—y:>$/= 2—y X=2—y Ahora reemplazamos ﬂ por —%
dx X dx X X dx dy

2y

de donde resulta —d—§ == 2ydy+ xdx=0= 2y + X= C

~15

15
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Problema 9.- Un cuerpo pesa 64 libras y se deja caer desde una altura de 100 pies con una

velocidad inicial de 10 pie/seg ,si la resistencia del medio es la mitad de la velocidad , encuentre

la ecuacién del movimiento.
Solucién

64 dv
Por Newton 3—— =b4-

2 dt

1

-t
v(t)=Ce* +128 pero aplicando la condicién de velocidad inicial 10 se tiene

1
v(t) = -118e 4 + 12¢

200

150

100 |

50

vi(t)

1
—+-v= 32 ecuacion lineal cuya solucion es

t>=0

-250 -200 -150

—50!
—100%
—15%

-200

0 50 100 150

30
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Problema 10.- Cierta pieza de metal a la temperatura de 100 grados F se introduce a un cuarto a la
temperatura de 0 grados F .Si transcurridos 20 minutos la temperatura de la pieza es 50 grados F ,

encuentre el tiempo que se requiere para que la pieza alcance la temperatura de 25 grados F .

Solucién

dT _
Aplicando la Ley de enfriamiento de Newton se tiene E +kt=0=T=Ce"“

pero aplicando la condicién inicial T=100 para t=0 setiene T =100e™

y aplicando la condicién T=50 para t=20 se tiene k=0.035 , asi T =100e%%*
Ahora si T=25 ,entonces despejando t se tiene t=39.6 minutos

100\

a0

60

40

20

T (t)

—__ t>=0

20

—-140

-120 -100 -80 -&0 -40 -20

-20

-40

-&0

-80

-100

100 120 140

1le0
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Problemas 11.- Hallar la curva tal que la pendiente de la tangente en cada punto es n veces la

pendiente de la recta que une dicho punto con el origen.

Solucién
d d dx
_y:n_y:>_y: n—=y= (05'4
dx X y X

o c=1 n=2
¢=1.; n=1
-4 =3 =3 - 7 3 i
i
i
ool
//;':l.
//
/// IIIII
Vi / -2
// Ill T
A /' c=1 n=3
/
// _3
P )
|
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Problema 12.- El 40% de una sustancia ha decaido en 10 afios .¢Cuanto de la sustancia
permanece después de 15 afios ?

Solucién
: . . . ., dx
Sea X(t) la cantidad de sustancia en el tiempo t .Sabemos que se rige por la ecuacion a = —kt

1
cuya solucion es X(t) = )Q)e_kt . Ahora 0.6X%, = X, (€*)°= 0.6= (€*)°= (0.6 = &

31 315

entonces , X = xo((g)ﬂ’)15 = )g)(g)ﬂj =0.465x%, o sea permanece 46.5% aprox. de la sustancia.
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Problema 13.- 80 microgramos de una muestra radioactiva decae a 70 microgramos después de 10
horas ¢ Cuando decaeréa a la mitad ?

Solucién

Sea x(t) la cantidad de isétopo radioactivo en el tiempo t , la ecuacién que rige es

1
dx =-kx=> () = % €“ entonces 70=80€™" }°= € = %)‘0 ,ahora

dt
1
40=80€™ Y = 0.5= %)Ot N t:&”ﬂi 51.9rs
In(—-
(8)
\
\ "
\ ®(t)
4_
I\
\
\ x(0)=2 k=1/2 t>=0
\EH__
0 —
-3 -6 -4 -2 0 IZ 4 [ 3 10

173



Problema 14.-La poblacién de una ciudad se ha duplicado en 30 afios ¢En cuantos afios sera el
triple ?
Solucién
L : dx ¢ . :
La ecuacion que rige es _t =kx= X1) = % é' donde X(t) es el nimero de habitantes en el

1 1
tiempot .Ahora 2%, = %,€% = 2% = &,3x= ¥(X)J= t 30:n—2= 47.5aM0
n

| =(t)

x(0)=1 k=1

t>=0
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Problema 15.- un objeto que tiene 50 grados F se coloca a las 10:00 horas en un horno que se

mantiene a 375 grados F a las 11:15 horas su temperatura era

125 grados F ¢ A qué hora estara el objeto a 150 grados F ?

Solucién

: o dT :
Aplicamos la ley de enfriamiento de Newton E =k(T- 'I;) donde T es la temperatura del objeto

eneltiempoty T, eslatemperatura del ambiente . se trata de una ecuacién de variable

separable cuya solucién es

T(t)=T,+Ce' = T ) =375+ C& .Las condiciones T(0)=50 , T(75)=125 nos permiten

calcular Cyk , obtenemos T (t) = 375— 32% %% | Para T=150 nos da un tiempo de 105.06
minutos , lo que corresponde a la hora 11.45 aprox.

800
T(t)
600 |
400 |
200 7
1 P
//'
//
/ t>=0
n n O’ I I I
-1000  -800 -600 -400 -200 200 400 600 800 1000 12

/7
S/
/
/
/

/ -200

/
/
/
/
/

-600

-800 |

/ -400 |
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Problema 16.- En una poblacién de 5000 habitantes ,10 de ellos tienen una enfermedad contagiosa

. La velocidad a la que se propaga la enfermedad es proporcional al producto de personas

contagiadas por las no contagiadas con una constante de proporcionalidad de 0.2 .encuentre la

ecuacion que rige este proceso .
Solucién

Sea P(t) la poblacién contagiada en el tiempo t, con P(0)=10 , entonces

dP dP 50008
—=0.2P(5000- P —— = 02t= P _—
dt ( I p(5000- P (r g% + C
oo
la condicién P(0)=10 nos permite calcular C =499 . Asi P(t) = 85132;.5499
25
p(t)
20|
15 Grafico simplificado
10|
0 t==0
35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35
_5“
-10]
-15]
-20]
-25]
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Problema 17.- Un cuerpo de masa m slugs cae del reposo en un medio cuya resistencia en libras

es proporcional al cuadrado de la velocidad (pie/seg)
Encuentre la velocidad para t=2 seg si la velocidad terminal es 150 (pie/seg).

Solucién

m%: mg- KV ,haciendo K =mk’® se tiene %= 2(16-k*?),(g= 32)

dv dv kv-4 _
— =2(16-k*v* )= ———— =~ 2dt integrando se obtiene =Ce '™
dt k*V* —16 kv+4
kV_ 4 —16kt . ..
para t=0, v=0 tenemos C=-1y =-e y cuando t tiende a infinito
kv+4
_ 2 v-150 .
v=150 entonces —€ ** _, 0,k=— asi =—g?" y para t=2 se tiene
75 v+150
v=61(pie/seq).
25 v (t)
20|
15]
10]
0 t>=0
—?=>5 —?LU —2=5 —2=U —I=15 —I=10 —=5 0 =5 1=U 1=5 2=U 2=5 3=U 3=E
_5“
-10|
-15]|
-20|
-25)|
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Problema 18.- Obtenga la familia ortogonal a la familia de curvas X% + y2 = Cx

Solucién

Xy’
X

C :y':yzz;xyxz:>2xydy:(§— X) dx> %+ §= C
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Problema 19.- Obtenga la familia ortogonal a la familia de curvas y = X+ Ce”

Solucién

dy 1

= ————— donde se

y'=1-Ce™ yeliminando C de estas ecuaciones se tiene
dx 1+x-y

reemplazo y' por -1/y' ,integrando se obtiene xe&’ — €' ( y-2)= C
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